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XIX EMCI Nacional, XI Internacional

Presentacion

La Facultad Regional San Nicolas, de la Universidad Tecnaldgarional, es la sede del
XIX EMCI Nacional, XI Internacional.

Este encuentro, sobiducacionM atemética erCarreras ddngenieria, se realiza cada 18
meses desde el afio 1986. Su objetivo es reunir a los docentes que trabajan en catedras de Matematica
en las carreras de Ingenieria, para generar un espacio de intercambio de conocimiento y de
experiencias entre pares. El Primer EMCI Nacional, que cont6 con representantes de 29 Facultades
de Ingenieria de nuestro pais, surgié ante la inquietud de lose®dentonsiderar, tal como consta
en el acta de cl ausura del mi s mo , fila necesi dad
de | as distintas Facultades de Ingenier2a del p
el intercambio de iglas, conocimientos y experiencias.

Desde el afio 1986, las sucesivas sedes han sido:
V' | EMCI Nacional: San Juan, 1986.
[ EMCI Nacional: Santa Fe, 1988.
Il EMCI Nacional: Obera, 1991.
IV EMCI Nacional: Rosario, 1993.
V EMCI Nacional: Mendoza, 1994.
VI EMCI Nacional: Santiago del Estero, 1996.
VII EMCI Nacional: Mar del Plata, 1997.
VIIIl EMCI Nacional: Olavarria, 1999.
IX EMCI Nacional, | Internacional: Concepcién del Uruguay, 2000.
X EMCI Nacional, Il Internacional: Resistencia, 2002.
XI EMCI Nacional, Il Internacional: Tucuman, 2003.
XIl EMCI Nacional, IV Internacional: San Juan, 2005.
Xl EMCI Nacional, V Internacional: Obera, 2006.
XIV EMCI Nacional, VI Internacional: Mendoza, 2008.
XV EMCI Nacional, VII Internacional: Tucuman, 2009.
XVI EMCI Nacional, VIl Internacional: Olavarria, 2011.
XVII EMCI Nacional, IX Internacional: Buenos Aires, 2012.
XVIII EMCI Nacional, X Internacional: Mar del Plata, 2014.
XIX EMCI Nacional, XI Internacional: San Nicolas de los Arroyos, 2015.
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El XIX EMCI Nacional, XI Intenacional fue declarado de Interés Académico por la Facultad
Regional San Nicolas y de Interés Municipal por la Municipalidad de San Nicolas de los Arroyos.
La Comisién de Investigaciones Cientificas de la Provincia de Buenos Aires otorgd un subsidio para
la organizacion de esta reunion. Se contd, ademas, con el aporte econémico de Acindar y de la firma
VentaMat.
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En este encuentro sobEelucacionMatemética erCarreras ddngenieria seecibieron86
trabajos, de los cuales se acepta®y ge presentaron 74

Ademasserealizaroncinco talleres:

V'  La metodologia tedricpractica en una clase de matematica
Natalia Altamirano, Rossana M. Di Domenicantonio, Mabel Mercedes Garcia, Laura
Beatriz Langoni, Maria de las Mercedes Tripoli

V'  Simulaciéon de Sistemd3inamicos
Sonia Pastorelli, Valeria Bertossi, &ian Bernal

V  Exploraciones y uso de 3D con GeoGebra
Jorge Omar Morel

V'  Taller de exposicion oral: ¢y la Matematica donde esta?
Carolina S. Sager

V  Diagramas de Control de Calidad. Métodos no paramétricos parséigis de la
varianza. Uso del software Infostat.
Alicia M. Gaisch y Miriam Cocconi

y se desarrollaron dos charlas plenarias:

V¢ Para qué usan los ingenieros la matematica que les ensefiamos?
Sergio PonceFernando Palmieri, Sebastian Sylvestre Begnialyriél Baquela

V' Matematicas: Ciencia, Tecnologia, Innovacion
Nancy E. Quaranta

En este volumen se inglen los trabajos presentados enXIX EMCI Nacional, Xl
Internacional

San Nicolas, octubre de 2015
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Aplicaciones de la Matematica

Una Metodologia de Analisis de Flujos Turbulentos desde la
Estadistica.

Adrian DonnetAlicia Carbonell
Catedra de Estadistica, Ciencias Basicas, Facultad Regional Ramamésidad Tecnol6gica Nacional
Almafuerte 1033(3100),
donnetadrian@yahoo.com:aalielecarbo@gmail.com.

Resumen.Este trabajo pretende ser una guia didactica para el entendimiento del fenémeno de
turbulencia en los liquidos, desde el punto de vista estadistico. El fendmeno se caracteriza por la
presencia de torbellinos desordenados, ante ciertas condiciones de viscosidad, velocidad del
fluido y del contorno por el que se produce la circulaciénrdeino. Se estudian las ecuaciones

gue modelan el fenédmeno. Se hacen simulaciones usando distintos métodos y modelos para un
canal entre dos placas paralelas. Se estudia el proceso haciendo una taxonomia de las variables
aleatoriasntervinientes y se tratde caracterizar el comportamiento de las mismas.

Palabras Clave: Turbulencia, Modelos de simulacion, Probabilidad y Estadistica, Simplificacion
didéctica.

1 Introduccion

La simulacion de flujos usados en las diferentes aplicaciones tecnoldgicdigcra habitualmente la
turbulencia. Hay numerosa cantidad de trabajos que modelan las ecuaciones constitutivas de este fenémeno.
La turbulencia se caracteriza por un flujo irregular con movimiento fluctuante y desordenado en cuanto a sus
caracteristicas fluiddindmicas, velocidad, presion y temperatura en las diferentes eststgsescalas son
representadas por vortices o torbellinos de diferentes tamafios y duracion temporal. En un fluido de
comportamiento turbulento existen de manera simultanea voértiaedegrg, por subdivision de éstos, otros

mas pequefios que transportan energia cinética. La simulacion de las escalas son tridimensionales y las mas
pequefias disipan, en la cascada de rompimientos, la energia cinética en energia térmica.

La turbulencia estinodelada por las ecuaciones de Navier Stokesy NS;aracterizacion de este flujo esta
directamente asociada a los términos no lineales convectivos y al término \isLoEb efecto de la
turbulencia se produce en un fluido cuando ciertas condicipreek® caracterizan como viscosidad, velocidad
de desplazamiento y el espacio fisico donde se desplaza, especificadas por el nUmero de Reynolds, Re, supera
cierto valor critico en condiciones definidas.

Para las grandes escalas Re es el mismo que aljdebfincipal:

U L
2e =—,
3

1)

proporcional a la velocidad, U, y longitud caracteristica, L, donde circula el fluido e inversamente, a la
viscosidad cinemética del fluido, En estas escalas la relacion entre la energia cinéticts disipadap kes
delorden del nimero Re, y la energia disipada es despreciable respecto a la energia cinética,

En las escalas intermedias la relacion entre la energia cinética y la energia disipada es proporcional al
numero Re de la macroescala. Esa relacion es

4
3

&Re © °h 2

3

a

Slo

Ua
3

—

donde_hes la medida del remolino de turbulencia. Como en la microescala la energia disipada es del orden de
la energia cinética,y usando (1) y (2) se puede concluir que la longitud caracteristicactiedscala es:

4131 .
oo 3)

-8
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Esta, también es llamada escala de Kolmogorov y da una idea de la relacién entre la cantidad de simulaciones
necesarias en un régimen turbulento respecto a las de un régimen laminar, para obtener el mismmo grado d
precision en los calculos.

Actualmente deido a los avances informaticf, ha habido un gran desarrollo en la simulacion de fluidos,
CFD. La manera de resolver las ecuaciones NS sin promedios y aproximaciones es usando Simulacion
Numeérica Directa, DNS, pero en la practica queda aun reducida a geometrias sencillas y. RélBagssla
de mejor comportamiento respecto a los datos empiricos, pero los esfuerzos computacionales que requiere
hacen imposible su uso en ciertas condiciones.

Las mayores escalas transportan mayoritariamente las propiedades de los fluidos turlndentitelos
simplificados que los simulan son llamados, Large Eddy Simulation, LES.

Los modelos mas usados en ingenieria para modelar la turbulencia son los basados en promedios estadisticos
de las ecuaciones de Navier Stokes (Reynolds Average Navies J&AES). En este modelo se descompone
cada variable caracteristica instantdnea (en un tiempo fijo) como la suma del valor promedio mas una
fluctuacién, que se comporta como una variablealeatoria; por ejemplo la velocidad en cada una de las
direcciones, UV, W, esta especificada por un valormedio y una fluctua&ion,6Y 6 O 5 rjgual parala
presion0 @O 0 y la temperatura. En un flujo turbulento el campo de velocidades es aleatorio y propio
del fluido. La temperatura es una magnitud fundamentalmentspodada, siendo muy baja la energia
disipada en forma de calor por el flujo turbulento, inclusive en zonas préximas a la pared. Suponiendo que un
experimento de flujo de fluido se puede repetir muchas veces bajo el mismo conjunto de condiciones, el
resulado de la velocidad en cada punto y en cada tiempo varia en forma impredecible, no tiene valor Unico.

El caudal de masa asociada a una de las direcciones principa®g €5 "YQ 06 Q& cantidad de
movimiento e Y Q6 Q0 Y Q yQ B 'Q 6 ‘@réspectivamente. Evaluando los promedios temporales de
la cantidad de movimiento y teniendo en cuenta que los promedios de las fluctuaciones son nulos, resulta que
la cantidad de movimiento por unidad de &rea puede ser considerada como tepsigeproducen sobre
una unidad elemental de fluido, de valores:

-3 WUGHUUG,-; UVGUVO, -3 JUWGUWO. 4

Las ecuaciones de cantidad de movimiento en funcion de valores promedios pueden ser obtenidas mediante
medidas desde el purde vista fisico con sondas especiales, que permiten aproximar los gradientes temporales
y espaciales de velocidad.

Para especificar las ecuaciones NS, se considera un fluido incompresible; la primera ecuacion corresponde
al principio de conservacién de mggradiente de la velocidad igual a cero)

U242, 9 g (5)

Las NS de cantidad de movimientos son las siguientes, doaséda viscosidad del fluido ‘el vector
aceleracion de la gravedad

=5+ 8% 49, (6)
| oo Ut Vet W :-g+ 8w+ g,
a &« o (64 (64 z
Usando la descomposicién de cada magnitud en funcion de sus valores medios en (6),
GUUO (jjJ'v'Cy+ GUWO

DU 0, 201y
)OG5t UG @O Ty

C&J'V'Cf+ Cw'v'd+ VWG
& & &

) c,?;_fca-%% 820G a0y 8 @

DWsa, GPO onp s A & GUWO, VWO GWWO
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Aplicaciones de la Matematica

En las ecuaciones (7) aparecen seis términos adicionales respecto a la ecuaciones clasicas para valores
deterministicos, que se relacionan con las fluctuacionesjderadas variables aleatorias y que se dice forman
el tensor de tensiones de Reynolds. Estos términos constituyen el tensor de Reynolds:

WUO W' @rauwo
(o VAR Re VAR VAN VAR K (8)
o' o'W 0oN' W

Por la definicion de los valores medios de las fluctuaciones tnsar simétrico y por lo tanto, tiene seis
incégnitas.

La relacién entre la naturaleza aleatoria de flujos turbulentos, y la naturaleza determinista de la mecéanica
clasica que modela el régimen laminar del fluido en las ecuaciones NS de conservacidtiddd da
movimiento, masa y energia ha sido un problema no resuelto hasta el momento para altos nimero Re. Algunos
autores,[3], sostienen que la turbulencia es considerada el més dificil de los problemas de la mecénica clasica
no resueltos. No fue posibé&daborar una teoria basada en los primeros principios de la hidrodinamica y las
teorias estadisticas, de campos aleatorios y teoriasfraattiles. Dentro de ellas, la que tuvo mayor impacto
hasta el presente es la teoria de Kolmogorov de 1941. Nonthdt cuestion de la universalidad de sus
resultados esta todavia en discusién. La dispersién atmosférica de contaminantes, estrechamente relacionada a
la turbulencia, es simulada con éxito utilizando modelos estocéasticos Lagrangianos. Estos modelos esta
basados en la ecuacion generalizada de Langevin.

2 Andlisis de las variables intervinientes en la turbulencia desde el punto
probabilistico

La presencia de perturbaciones en las condiciones iniciales, térmicas o de alguna otra indole, no explica el
fen6meno aleatorio en la turbulencia porque en régimen laminar también estan presentes esas perturbaciones.
Los fluidos turbulentos presentan alta sensibilidad ante las condiciones iniciales y de contorno y materiales del
fluido. En toda experiencia de laboratose trata de generar el experimento de manera de reducir al minimo
estas perturbaciones, por ejemplo sin vibraciones adicionales, cambios de temperatura, cambios en la rugosidad
o superficies de paso del fluido. Con altos nimeros de Re, la turbulenciasextremadamente sensible a

esas perturbaciones. Para un flujo laminar se pueden usar las ecuaciones de NS para calcular las velocidades
en cada posicién y en el tiempo; las medidas de dichas magnitudes son medidas con valores coincidentes,
dentro defrango de errores de las mediciones practicas.

Para flujos turbulentos [4] tratamos la distribucion de densidad de probabilidad para las variables aleatorias,
como por ejemplo, el campo de velocidades aleatorias U(x, t). Para la repeticion del expenrtantoismas
condiciones, y en el estado de flujo desarrollado, pasado el periodo transitorio, la velocidad U en un tiempo y
punto fijos, (X, t), tiene valores de variables aleatorias independientes:

{X1= UL, X,= U2 ,Xz= U3, éX%u= UN} 9)

con déntica distribucién. El promedio de (7) también es una variable aleatoria ll&5da varianza de las

N mediciones e$ A ® dividido por el total de mediciones. Por el teorema del limite central, cuando la
cantidad de mediciones es suficientementadgda funcion de densidad de probabilidad de los promedios
tiende a normalizarse, suponiendo U con varianza finita. De igual manera se considera una variable aleatoria a
la velocidad en un punto fijo por donde pasa el fluido para diferentes tiempdsal{). 1 muestra los valores

de la velocidad para tregpeticioneglel experimento en idénticasndiciones y en upunto fijo.

Fig.1.Variacion de la velocidad para tres experimentos.




Los valores de tiempo no son valores aleatorios, sino que d=tErminados de manera que cada uno es
mayor o igual que el anteriod O O B 8 8 8'Y 0 es una variable aleatoria continua para cada uno de
los valores t, por lo tanto esta caracterizada por la funcion de densidad de probabilidad acumulada

Fxy v ,stPX=U<vV (10)

Integrando (8), su equivalente,es la funcién de densidad de probabilidad asociada:

F (v,
fxv,:tél.

t) (11)

Para cada tiempo, t, el valor esperado y la varianza de U(t) se expregascon 5,6 ADO £ 4
La distribucion de densidad de probabilidad acumutasgunta para N tiempos es, segun [5]:

Fxi xo &y Vs 1V2, 588 Vs (= X=Ug by <vXo= Uty <vp; € X = Y ty <vy h (12)

donde 0 O M8 M son los tiempos deterministicos, y la funcién de distribucién conjunta de los N tiempos
esta dada por lexpresion calculadade manera similar a (11), y se expresa como:

fX]_, Xo, €. N ,\(1, 11\/21 21\/31 3Ié . VN!; Nt . (13)

Para hacer esta caracterizacién es necesario conocer en cada tiempo la funcién de denshdeulided,
tarea en la que han estado abocado muchos autores sin llegar a prétjsBddemos suponer que el proceso
es estadisticamente estacionario, como ocurre en muchos casos donde se presenta flujo turbulento. Este estado
se alcanza estrictamente, en el sentido que todas las variables tienen distribuciones marginales idénticas y |
distribuciones finito dimensionales so6lo dependen de sus retardos en el tiempo,[6]. Esodes, para

fxp xo 6.y Yot T 508 T o B LoVt T= ) 5o f 6 Y V2, 3, 58 L Vit (14)

Considerando un punto espacigd y diferentes tiempos, para fluidos que evolucionan hacia los estados
estacionarios, los valores medios de velocidato Qy su varianzadY 6 Qse vuelven constantes, como se
muestra en I&ig. 2, segun [4].

4.0 4 0.08
3.0 B 0.06
U var(l/)
2.0 { 0.0a

r'f
1o}/ - {0.02
0.0 k== 0.00
15 5 10

r

Fig. 2. Valores medios y de varianea el periodo transitorio.

En este caso, la fluctuacion de las magnitudes caracteristicas de un fluido van desde un estado laminar, pasan
por un transitorio y luego llegan al régimen turbulento estaciorfaigo?).

Se puede suponer que para cadangéot[1], la funcién de densidad de probabilidad se comporta para
fluidos turbulentos segun se indica eifrig. 3 Este autor propone una funcion obtenida a partir de:

.1
Buae | i Ba, (15)
y supone que no necesariamente hay normalidad. Se conoceitauestdel proceso si se pueden hallar las

distribuciones para los distintos tiempos y puntos del espacio. Esta es una solucidn practica para su obtencion,
midiendo en un tiempo largo la cantidad de veces que la variable asume un rango especifico.
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Fig. 3. Comportamiento de la funcién de densidad de Probabilidad con el tiempo

Un fluido tiene régimen turbulento homogéneo si su funcion de densidad de probabilidad es invariante ante
incrementos constantes espaciales; para los puntos donde se prebeteacia homogénea, los valores
medios son constant¢$2). Cabe destacar que, incluso si un flujo es estadisticamente homogéneo, las tres
componentes de U(X) varian en las distintas coordenadas y en el tiempo. Son los estadisticos prdogedios,
queson independientes de algunas direcciones de coordenadas.

2.1 Resultados de simulaciones

Considerando un experimento de circulacion de fluido incompresible, desarrollado en un canal de placas
paralelas de ancho muy grande, respecto a la separaciérpkactie con valor, 7 ver Fig. 4, se supone
estadisticamente estacionario, lo que se llama en estado de flujo desarrollado; y homogéneo en cada plano xz,

por las caracteristicas fisicas del problema tratado

Fig. 4 Canal por donde circula el fluido.

En labibliografia de tratamiento habitudé la turbulencia [7], se define la velocidad de friccdi,en
funcion la viscosidad cinematiedque es el cociente de las constamtessidad y viscosidad del fluido,
multiplicado por la derivada de tsmponente horizontal de velocidad respecto de y, calculada en el punto de
contacto del fluido y la pared:

ug= 3% 16
0=39y, o (16)

Se usa como valores caracteristicos la velocidad media adimensional
V]
Ur== a7
ug

y la distancia adimensional en la direccion del eje y, desde la pared, usande (l&)ne como:

yt =20 (18)

3
Se establecen regiones caracteristicas, con comportamientos difereleteimension y, entre placas como

se observa en Eig. 5.Se muestran las zonas de flujo con diferentes escalas de turbulencia; los remolinos son
mayores en la regién central y menores en la zona de la pared.




linca de simetria

Region central: y/8>0.20

Regién buffer; 5= 30 = 3

Region viscosa; v * = S

~

Fig.5. Regiones de distintmomportamiento turbulento en funcién de la distancia a la pared.

ParaRe, comprendidos entre 4000 yOR®, cuyas graficas de velocidades medias adimensionales en funcion
de la dstancia adimensional a la padgberian ser como la presentada por [7], éfidab.

Fig. 6. Velocidad media. Ley de la Pared Eckelmann 1976.

Se procesaron datos de observaciones hechas con simulacién DNS y correspondignfe=4 50t usando
Dy Re R e;‘% entre dos placas paralelas, con una malla de 266x256,dimensiorL x g—- Lz=¥%

procesada con volumenes finitos con software desarrollado en los trabajos referenciados en [8]. Se pudo
obtenera grafica de velocidad media U en funcién de la altura del canal, adimensional, como seRig.en la

7. En cada pleo xz el comportamiento de las variables aleatorias son homogéneas. Su obtencién se ha realizado
en cada volumen elemental y se ha calculado su valor promedio. Las series espaciales en cada tiempo son
estacionarias para cada plano xz. Por ésto, los vatme®s dependen de la altura o distancia desde la pared.

Fig.7. Velocidad media y temperatura media en funcion de la altura del canal.

En laFig. 6 también se ha presentado la grafica de la temperatura adimensional, que es:

dr=w (19)

T TeTw

En (19)4 es la velocidad de la paredly la temperatura promedio en el seno del fluido o temperatura Bulk.
La temperatura es una variable transportada con comportamiento analogo al de noia suisdatrada por el
fluido en su movimiento caotico.
Las fluctuaciones, momentos de segundo orden correspondientes a las varianzas estadisticas, se presentan
en laFig.8. También tiene valores constantes en cada pkanégwal que en el caso de ladocidades medias









































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































