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Resumen: Conocidas las leyes de comportamiento entre ambas Teorías de Cáscaras: la clásica euclidiana y la
afín, se procede en este artículo a mostrar cuán lejos está una de la otra, desde el punto de vista numérico. Se
procede a través de algunos ejemplos, muy conocidos en la geometría euclidiana, y se mide la desviación en
algunos objetos geométricos tomados como referencia. Seguidamente, se expresan algunas consecuencias de
haber cambiado de geometría, específicamente, al realizar la transición desde lo numérico: de la clásica
geometría euclidiana hacia la geometría unimodular afín, específicamente, en el tema de Teoría de Cáscaras.

Introducción
La geometría usual, o sea la euclidiana, es “la constituida por aquellos objetos, y relaciones entre

ellos, que permanecen invariantes bajo la acción del grupo euclídeo”. [6] Este, a su vez, es el generado por las
rotaciones (rígidas) y las traslaciones del espacio ambiente (Mecánica Clásica). Por lo tanto, se preservan las
distancias y los ángulos: para todo esto se demuestra que basta decir, y/o prescribir, que se conserve el producto
interno usual de vectores. A su vez, la geometría “Unimodular Afín” es la que permanece invariante bajo
traslaciones y cambios de coordenadas que, sin ser necesariamente euclídeas, tienen determinante igual a uno.
Por este motivo, se preserva el “volumen” del espacio ambiente (o sea, el área en el plano; el volumen
propiamente dicho en el espacio tridimensional; el n-volumen en el espacio ambiente real de n dimensiones).
[1], [2], [3], [4].

Se procede en este artículo a verificar la desviación concreta de rumbos entre ambas geometrías, a
través de algunos ejemplos, que exhiban algún grado de variación numérica significativa que pueda ser
observado.

Fundamentación
Primeramente, se define el problema a resolver. Luego, se lo resuelve con la manera tradicional

EUCLIDIANA [7]. Tomando esos valores como referencia, se resuelve el mismo tipo de problema, aplicando
las ecuaciones obtenidas, en geometría AFIN [1], [2], [3], [4]. Se efectúa la comparación numérica
correspondiente. Para hacer más sencillo este cálculo se limitará la deformación a uno sólo de los ejes
(unidimensional). La propuesta de cambiar la geometría euclidiana por la unimodular afín hace que pensemos en
una nueva Teoría de Cáscaras, donde, de partida, ya es diferente a la clásica.

Es decir, nos proponemos replantear toda la teoría de cáscaras basándonos en otra geometría, no–lineal,
no–euclidiana, diferente a la empleada hasta ahora. En tal sentido, corresponde recordar que el cálculo o
notación tensorial ya ha sido usado ampliamente en el tratamiento moderno del tema. Sin embargo, en todos los
casos mencionados se han usado, exclusivamente, elementos de la Teoría Clásica (Euclidiana) de Superficies [5].
Nuestra propuesta ha sido cambiar el anterior enfoque a través de la Geometría Diferencial Unimodular Afín.
Este es tema que no había sido considerado anteriormente, ni en ciencia ni en tecnología. Y nuestro propósito ha
sido abordarlo, no sólo por su alto grado de novedad sino también por el hecho de que, de hecho, la Geometría
Afín posee intrínsecamente una su mayor riqueza, por ejemplo, en términos de invariantes geométricos. De tal
manera, pretendemos conseguir una aproximación distinta del problema de entrada. Es decir, ya desde la
formulación, no esperando a su solución. Es una manera diferente de expresar el problema exacto de las
cáscaras, que está gobernado por las condiciones de compatibilidad, las ecuaciones de equilibrio, las relaciones
entre las tensiones y las deformaciones, que pueden ser expresadas en términos de los desplazamientos (o de las
deformaciones), y por las condiciones de borde en las caras y bordes de la cáscara [1], [2], [3], [4].



Es obvio que este desarrollo de la teoría de cáscaras se debe a un extenso y complejo aparato
matemático, donde muchas páginas de la literatura están cubiertas con ecuaciones. Precisamente, por esta razón,
es necesario enfatizar que el rol de la Geometría Diferencial en esta teoría es, exactamente, el mismo que en
otras ramas de la Ingeniería y la Ciencia. La estrategia básica en Mecánica consiste en aplicar la Matemática, no
a la estructura (o, a lo que sea) en sí mismo, sino a un modelo conceptual de la estructura. En este caso, salteando
la cinemática (como es lo típico de los artículos de Ingeniería), analizando sólo el estado inicial no deformado y
el final deformado. Esta línea de pensamiento, por lo que sabemos, fue lograda por un sólo autor: Fritz John [5].
Y fue su esquema metodológico, con sus directivas, a través de sus dos artículos principales, las que dieron curso
a esta investigación. Agregándole, por nuestra parte, el cambio de geometría. Su línea de investigación (la de
John, [5]) no fue elegida por la comunidad tecnológica ingenieril, tal vez porque las críticas expresadas por
Koiter [8], hacia el tratamiento de John del tema [5], alejaron a los investigadores de este modelo. Aunque,
reiteramos, Koiter aceptó la validez del enfoque estructurado por John para describir la teoría de cáscaras usual,
euclidiana, como hecho por ejemplo en [7].

En realidad, este modelo es más amplio (más formal) en su formulación, como lo reconoció el propio
Koiter [8], y a partir de esta coherencia y rigor formal matemático se puede plantear, a posteriori, realizar
aproximaciones (o estimativas), desde las más gruesas a las más finas. Cabe aclarar que, justamente, la principal
crítica “negativa”, de Koiter [8] hacia la obra de John, consistió en observar que muchas de las aproximaciones
obtenidas a posteriori poseían el mismo grado de desvío que en el caso clásico, donde en general los autores
efectúan, por ejemplo, un recorte de los términos que intervienen en los desarrollos de la Fórmula de Taylor ab
initio (desde el comienzo): generalmente les basta la aproximación lineal. Sin embargo, como dicho, Koiter
terminó por aceptar y valorar, también, que el esquema propuesto por John era muy completo y consistente. [5],
[8]

Desarrollo y Resultados
A continuación se verá un ejemplo para una cáscara cualquiera, donde se supone de partida un tensor de

deformaciones dado a modo de ejemplo. En un determinado punto de la cáscara, según cálculos desarrollados en
geometría euclidiana [7], se tiene que las componentes de deformación son, por ejemplo:

0.01 0.03 0.04
0.03 0.02 0.05
0.04 0.05 0.06

ij
 
   
  

(1)

suponiendo una dirección cualquiera dada, por ejemplo:

0.348 0.348 0.871i j k   
  

(2)

en donde se ve que las respectivas componentes son:

1 0.348 

2 0.348  (3)

3 0.871 

en la correspondiente dirección. Definiendo, además:

: 1 2 1ij i j      (4)

y teniendo presente la simetría del tensor de deformaciones, i.e. que,

ij ji  (5)



obtenemos,

0.105  (6)

Esta deformación específica, (adimensional), se puede interpretar agregándole unidades para su mejor
comprensión:

m0.105
m  (7)

O más bien,

cm10.5
m  (8)

En este aspecto, en este punto aún no podemos apreciar variación con respecto a la geometría
unimodular afín ya que la deformación es en una dirección dada y, conceptualmente, no vemos la diferencia.
Pero, sí, se puede ver el orden de magnitud físico del ente geométrico empleado. Sin embargo, desde ya
podemos aclarar que la medición se refiere al tensor de deformaciones euclidianas, que para nada es el mismo
que el tensor de deformaciones afines: ambas son
geometrías diferentes. Más adelante, veremos otro
ejemplo, donde se podrá apreciar mejor aún.
Además, particularmente, observemos que este valor
resulta totalmente elevado para los materiales
usualmente utilizados en Ingeniería Civil [7].
Supongamos, ahora, que se tiene una semi–esfera de
volumen V, y un semi–elipsoide del mismo volumen
V, como si fueran superficies medias de dos cáscaras determinadas. Cabe observar, primeramente, que en
geometría euclidiana uno tendría que hacer cálculos para cada una de ellas, mientras que, para la geometría
unimodular afín, el mismo cálculo es válido para ambas.

Ya que, en geometría unimodular afín, la esfera y el elipsoide son (para esa geometría) la misma cosa,
por preservarse el volumen. La unidad de medida deja de ser la distancia y, en esta geometría, pasa a ser el
volumen.

Se considera una estructura como la de la figura sometida a las fuerzas exteriores dadas. Clásicamente,
este problema se resuelve a través del Método de Elementos Finitos [7], de una manera muy fácil. Inclusive, hoy
por hoy existen muchos programas que resuelven este problema sin ninguna dificultad. En este esquema, se toma

un elemento de la cáscara, donde la geometría es la
misma y los demás elementos tendrán las mismas
propiedades físicas, es decir que tendrán la misma
rigidez. Esto simplifica notablemente el cálculo sin
incurrir en error. No se obtendrá aquí una matriz de
rigidez global, sino circunscripta a un solo elemento de
la cáscara, a los efectos de ilustrar el cambio de
geometría euclidiana a unimodular afín. Además, para

calcular el comportamiento global de la estructura (en este caso, la cáscara), se debe recurrir a software de
avanzada, con una cantidad enorme de cuentas por realizar.
En este caso, se toma un solo punto de análisis de la cáscara dado el carácter breve del artículo presentado.

Se calcula que en la situación planteada, con las fuerzas que se han aplicado, el punto A, considerado
como un solo nudo en la teoría de elementos finitos, tendrá la siguiente información, en geometría euclidiana [7]:
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10 kN 10 kN10,00
5,
00

10 kN 10 kN



Dados los desplazamientos:
9

1 3,085 . 10u  

2 0,02010u   (9)
9

3 2,777 . 10u  

En geometría euclidiana, la deformación en la dirección del eje 1x será:

9
11 7,762 . 10  (10)

Si el módulo de Young del ACERO es de 10
2

kg2,1 . 10
m

E  . En consecuencia, una de las componentes de la

tensión en ese punto (en geometría euclidiana) será:

11 2

kN163
m

  (11)

Se puede ver cómo las formas fundamentales de la geometría unimodular afín tienen un origen diferente
al de la geometría euclidiana. [1], [2], [3], [4]. Así también, tenemos dos conexiones:

1) La conexión de Levi-Civita con respecto a la pseudométrica :uaI g du du 
 : ~ .

2) La conexión inducida normal afín,  , o sea la proyección de D , la conexión playa natural de 3 como

espacio vectorial, en la dirección de Nua, i.e.:  
uaNproyZ ZY D Y  ,

donde Z e Y denotan campos vectoriales tangentes a una superficie.

A partir de lo anterior, también, se define a la segunda forma fundamental (cúbica) unimodular afín
  uaua III  , que en coordenadas locales se escribe:

:uaII g du du du  
 (12)

Los coeficientes g resultan totalmente simétricos en sus índices  ,  y  . Algunos autores la

llaman forma cúbica, debido a que es de tercer orden, lo que ya demuestra un cambio de situación de la presente
geometría con respecto a la euclidiana. [1], [2], [3], [4].

Ahora, las derivadas segundas del vector posición, en términos de la base natural de los vectores

tangentes y del vector normal afín, en el presente caso resulta:
1

ˆ
n

uaB N
   

 

  x x , donde ˆ 
 son

las componentes (símbolos de Christoffel) de la conexión normal afín inducida y los coeficientes B son

simétricos.
Entonces, la tercera forma fundamental afín se define por la expresión

uaIII B du du 
 (13)



A partir de lo anterior, además, tenemos la forma de Weingarten, también llamada operador de forma
afín, que es de cuarto orden, siendo sus componentes:

B B g 
  (14)

Se calcula que, en la situación planteada anteriormente, con las mismas fuerzas que se han aplicado, el
punto A tendrá exactamente la misma información física, tanto para el análisis realizado a través de la geometría
euclidiana, como para aquel que estamos considerando en geometría unimodular afín [1], [2], [3], y [4]. El tensor
de Tensión es invariante bajo cambios de coordenadas de referencia.

Sin embargo, en un caso se representa de forma heurística como la fuerza dividida por el área
(euclidiana), y en el otro la misma fuerza dividida por el área (afín). En consecuencia, se hace evidente el
cambio: tenemos ahora que la deformación ya no será la misma, pues hemos cambiado el enfoque: desde la
observación clásica, de la Geometría Euclidiana, hacia la observación en Geometría Unimodular Afín. La
variación del resultado tiene que ser evidente: tanto conceptual como prácticamente.

En nuestro caso hemos calculado que, desde el punto de vista de la Geometría Unimodular Afín, la

deformación (sólo en la dirección del eje 1x ) será:

9
11 7,155 . 10  (15)

En consecuencia, la tensión (en geometría unimodular afín) en ese punto será:

11 2

kn150,3
m

  (16)

Muestra que el error porcentual, entre (11) y (16) es del 8, 4% . Lo cual, no es mucho para el cambio
conceptual significativo de geometría, pero es aceptable a nivel de solución en Ingeniería. Este tema necesita
seguir estudiándose, tarea a la cual los autores están dedicados.

Conclusión
Esto es solo una pequeña muestra de lo que se puede lograr con el cambio de geometría propuesto. Se

puede ver una diferente apreciación de la deformación: la calculada en la geometría afín con respecto a la
geometría euclidiana. También, como era de esperar, el valor de la tensión resulta diferente, como exhibido en el
ejemplo anterior. En consecuencia, también será diferente con respecto a lo que se considera una tensión
admisible. Por ende, la tarea de dimensionar deberá estar mejor respaldada. Se definió el problema concreto a
resolver.

Luego, se lo ha solucionado con la manera tradicional EUCLIDIANA [7]. Tomando esos valores como
referencia, se resuelve el mismo problema, aplicando las ecuaciones obtenidas, en geometría AFIN [1], [2], [3],
[4]. Se ha efectuado la comparación correspondiente. La Mecánica del Continuo parece pertenecer más al área
Matemática que a la de Física. La Geometría Diferencial y la Mecánica son indispensables para el Ingeniero de
hoy. Lo hemos podido comprobar con un ejemplo muy sencillo de las estructuras.

Los Ingenieros de hoy deben conocer geometrías no-euclidianas y otras cuestiones académicas que,
aparentemente, no son intrínsecas de la carrera. En varios temas de la Ingeniería ha quedado demostrada su
utilidad y versatilidad en el desarrollo de nuevas tecnologías, como por ejemplo el citado pasaje de la geometría
euclidiana hacia la afín, involucrando a la Teoría de Cáscaras.

La citada especialidad en la Ingeniería de hoy representa un novedoso enfoque que, además y a nuestro
juicio, merece ser continuado y profundizado siguiendo el derrotero trazado en [1], [2], [3], [4].
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