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RESUMEN

Los métodos numéricos y su potencial de aplicaciones en problemas de ingenieria estan incluidos en el
curriculo de grado con contenidos y tiempos acotados dentro de una 0 mas asignaturas con las consecuentes
limitaciones para su desarrollo y aplicaciones. El desafio de las catedras es el planteo y desarrollo de su
ensefianza a partir de explicar y aplicar los métodos numéricos sobre el campo disciplinar de la materia y
asegurar, al tiempo, el logro de la comprension de los conceptos y fundamentos junto con las capacidades para
utilizar con confianza estos métodos en la resolucién de problemas de ingenieria.

INTRODUCCION

En este trabajo, se presenta la experiencia de la catedra de Elasticidad y Plasticidad de la Facultad
Regional Parana de la Universidad Tecnoldgica Nacional, del proceso ensefianza — aprendizaje de métodos
numeéricos para la resolucion de problemas estructurales, planteados segun las hipétesis de la elasticidad lineal.
En particular, sobre el método de diferencias finitas, y el método de elementos finitos, aplicados éstos a casos
contenidos en el dominio bidimensional.

FUNDAMENTACION

Es indudable que la simulacién con modelos computacionales, y los métodos que permiten la
transformacion de un modelo continuo en uno discreto constituyen, hoy dia, las herramientas en la practica
corriente del ingeniero, en lo que a analisis y disefio de estructuras refiere. Su inclusién en el curriculo de grado
a través de contenidos que forman parte de las asignaturas de los cursos superiores no tiene como propdsito una
formacion especializada en estos métodos, por lo cual abordar su ensefianza implica planificar claramente los
objetivos en cuanto a competencias y habilidades a lograr en el profesional de grado.

En la asignatura Elasticidad y Plasticidad, se desarrollan y aplican los métodos numéricos en el marco
curricular establecido, en funcidon del cardcter electivo de la misma, sus prerrequisitos, carga horaria
(cuatrimestral 6hs semanales) y nivel de insercién en el Plan de Estudios. Con estas consideraciones, los
objetivos ad hoc que se plantean, son:

e Conocer y comprender los fundamentos conceptuales de los métodos de diferencias finitas y elementos
finitos, y desarrollar competencias en su utilizacién como procedimiento para resolucién de problemas
elasticos en casos donde los métodos analiticos exactos, en términos mateméticos, o aln con sus
aproximaciones, no pueden ser aplicados. Estos casos, como se sabe, constituyen la mayoria de las
situaciones practicas que enfrenta el ingeniero: sélidos continuos de geometrias, estados de carga y
condiciones de contorno complejas.

e Desarrollar la capacidad de transformar un cuerpo de naturaleza continua en un modelo discreto
aproximado, asi como simular las condiciones cinematicas y de contorno de un problema elastico para
abordar su analisis y solucion tensional, procediendo y operando con software apropiados.

e Fundar los conocimientos para la formacidn continua en especialidades en el area de métodos numéricos.

Como metodologia se comienza por desarrollar el método de diferencias finitas, y luego el método de
elementos finitos. Si bien estos temas conforman en si una unidad tematica en el programa analitico de la materia
(U.T. N° 3 — Métodos Numéricos), su desarrollo y aplicacion se plantea metodolégicamente como un eje que
atraviesa al resto de los contenidos tematicos, ya que aporta no solo soluciones inabordables por los métodos
analiticos, sino que tiene fundamental importancia en las nuevas formas que adquiere la didactica del analisis
tension - deformacion a través de su implementacién computacional, sobremanera cuando se cuenta con
herramientas tales como software de calculo numérico matricial y los software especificos para elementos
finitos.

DESARROLLO

El planteo general de la teoria de la elasticidad conduce a establecer un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales que caracterizan el comportamiento mecanico del sélido elastico bajo fuerzas en
equilibrio, y cuya resolucion proporciona la solucion para el campo de tensiones y deformaciones en el dominio
continuo. En la catedra, este planteo se realiza considerando el comportamiento elastico lineal (validez ilimitada
de la Ley de Hooke), y en términos de pequefias deformaciones (no hay influencia del cambio de la geometria en
la “respuesta” de deformacion del s6lido bajo cargas).
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Del tratamiento de este sistema de ecuaciones diferenciales, la formulacién de hipétesis simplificativas, y
su particularizacion para ciertas condiciones de dominio, comportamiento, y vinculos, se derivan los casos
elasticos planos (estados planos de tension y de deformacidn). En este caso, se utilizan métodos numéricos como
herramienta “alternativa” para la obtencion de soluciones.

La introduccion de los tales métodos sigue el enfoque esbozado en la Figura N°1, que esta tomado del material

que la catedra presenta a los alumnos para el dictado de las clases.

[ SISTEMADE ECUACIONES
. DIFERENCIALES
FENOMENO

Fisico

FiguraN° 1

En las mismas, en primer lugar se pone de manifiesto que el comportamiento de todo fenémeno fisico
(con las hipotesis que sobre el mismo se hagan), es pasible de formularse mateméaticamente en términos de un
sistema de ecuaciones diferenciales, valido en un cierto dominio, y sometido a condiciones iniciales y de borde.
En el caso de los problemas elésticos planos, el factor tiempo no interviene, por lo cual, las condiciones iniciales
carecen de aplicacion. Se las incluye solo a los efectos de completar y dar generalidad a la exposicion

Una vez definido el sistema de ecuaciones, en un sélido el&stico, y con ciertas condiciones de vinculo, la
Figura N°2 permite apreciar, a grandes rasgos, las formas de encarar la resolucion del problema matematico,
pero enfocada a la solucion del problema estructural. La catedra aborda ambos caminos en el anélisis de casos:
en su parte tedrica, algunos de los métodos analiticos; y en la parte de préctica, los métodos numéricos.

ANALITICOS NUMERICOS

-involucran la integracién del sistema de ED -nvolucran la integracion de un sistema de
ecuaciones algebraicas

A{rabajan con la foma dura del sistema de
ED -involucran una aproximacion del sistema de

- dan como resultado la forma analitica de la ecuaciones diferenciales

funcién incognita -la solucién se da en forma de una serie
discreta de valores de lafuncion incognita

-la solucion es valida para los infinitos
puntos del dominio -No se consideran los infinitos puntos del

dominio sino una discretizacion del mismo

-gatisfacen en forma completa las o o
condiciones iniciales y de borde -las condiciones iniciales y de borde se

satisfacen en forma aproximada

Solucion dificultosao
imposible

Solucion viable con el
uso de computadoras

Figura N°2



En particular, los problemas elésticos planos, se presentan como casos derivados del problema elastico
general (Berrocal, 1998), mediante la formulacién de determinadas hipdtesis respecto de los campos de tension y
deformacion, y sobre forma o geometria del cuerpo, disposicidn de cargas y condiciones de vinculo. De esta
manera, tanto las ecuaciones de equilibrio, como las condiciones de compatibilidad, y las relaciones tension —
deformacion, adquieren formas particulares. Resolviendo el problema elastico, y para el particular donde las
fuerzas de masa sean nulas, se llega a la ecuacién diferencial siguiente:

a2 ik

La solucién de la ecuacién diferencial [1], es decir, las funciones de tensién, deben verificar las
condiciones de contorno en todo punto de éste. Una solucién para el problema plano, se obtiene por medio de la

utilizacién de una funcion @0x. J’], denominada funcion de tension de Airy (Berrocal, 1998), de la cual se
obtienen las funciones de tensidn de la forma:

_d% o =00 BN 2

Tx oy> Y ox? Y Oxy

De esta forma se verifican las ecuaciones de equilibrio, y la ecuacion [1], queda verificada, tanto para el caso de
estado plano de tension y de deformacién, si la funcién de tensién satisface la ecuacién:

g4t d*yp 4
dxs + dye dx2gy?

Es decir, la funcion de tensién tiene que ser, para que se cumplan las condiciones de compatibilidad, y de
equilibrio interno, una funcién biarmonica. Debe cumplir ademas, las condiciones de contorno para el caso
particular. El problema elastico, para los casos bidimensionales se reduce, entonces, a encontrar una funcion
biarmdnica cuya solucion de tensiones que de ella se derive verifique las condiciones de contorno.

Para la aplicacion de los métodos numéricos a la resolucion de problemas elésticos planos, se toma el
caso siguiente: determinar la distribucidn tensional en una viga de gran altura, sometida a una carga en su
extremo superior, estableciendo las distribuciones de las tensiones en la linea media de la viga A-A (ver Figura
N° 3).
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Figura N° 3

En la solucion por diferencias finitas, la catedra apoya su exposicion en los conceptos de diferenciacion
numérica, adquiridos por el alumno con anterioridad (en la materia obligatoria “Calculo Avanzado”). Por lo
tanto, se parte del hecho conocido que es posible “aproximar” una derivada por medio de un cociente de
diferencias, y desde alli se establecen las expresiones correspondientes para las derivadas primera a cuarta, en
dominios unidimensionales y bidimensionales.

Utilizando el concepto de “discretizacion matematica” del dominio continuo, donde el mismo se “cubre”
con una grilla de puntos cuyo espaciamiento lo decide quien resuelve (ver Figura N° 3); y posteriormente
aproximando en cada punto de la misma, la ecuacion diferencial [3], por su forma de diferencias:
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Y considerando que las condiciones de contorno también se aproximan por medio de expresiones de

diferencia, se llega al reemplazo del problema de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, por la solucién
de un sistema de ecuaciones algebraicas lineales con matriz K simétrica, positiva y dispersa (ver Figura N° 4)
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Figura N°5

En este caso, los alumnos trabajan, para resolver, con planillas de célculo estandar, utilizando las

herramientas matriciales y de elaboracion de gréaficas simples.

Distribucion de esfuerzos

-3.00

£.00

En cambio, en el METODO DE ELEMENTOS FINITOS para casos de estado elastico plano (MEF, en
adelante), que es una extension de los clasicos métodos matriciales para resolver estructuras (que, en la carrera

Una vez obtenidos los valores “aproximados” de la funcion de tension, haciendo uso de las formas de

diferencias de las ecuaciones [2], pueden obtenerse las distribuciones de tensiones solicitadas (ver Figura N°5)
de Ingenieria Civil, se cursan con anterioridad en la materia “Analisis Estructural”), el enfoque seguido difiere

del utilizado para el caso del método de diferencias finitas. En efecto, en la presentacion para su deduccion, se
sigue un camino y razonamiento puramente “ingenieril”, utilizando saberes ya conocidos por el alumno: campos

de desplazamiento, de deformacion, y de tensién; relaciones cinematicas; relaciones constitutivas; y planteo del

equilibrio en términos del principio de trabajos virtuales.



Para estado elastico plano:
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Relaciones constitutivas: & = D=

Principio de los trabajos virtuales: una estructura se encuentra en equilibrio bajo la accién de un sistema
de fuerzas externas si, al imponer a ella unos desplazamientos virtuales, compatibles con las condiciones de
vinculo, el trabajo realizado por las fuerzas exteriores sobre los desplazamientos virtuales es igual al trabajo que
realizan las tensiones sobre las deformaciones producidas por los desplazamientos virtuales.
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El Gnico concepto, hasta aqui, poco conocido, es el de discretizacion del dominio, la aproximacion del

campo de desplazamientos, y utilizacion de funciones de forma.

Si bien, es posible derivar las ecuaciones de método desde el punto de vista matematico, pues se llega a ellas
por el camino de la utilizacion del método de Galerkin en aproximacién por residuos ponderados (Zienkiewicz,
1982), se elige el “camino ingeneril” por las siguientes razones:

e porque la formacién matematica que se necesita, supera lo ensefiado en las materias especificas,

e porque no se pierde la unicidad en el tratamiento de todos los temas de la catedra, en cuanto a la utilizacion
de los conceptos de equilibrio, relaciones constitutivas, relaciones cinematicas, y campos vectoriales de la
mecanica del sélido, y

e porque ademas, el objetivo de la catedra es introducir al alumno en este método aplicado a la elasticidad, y
la formulacién por medio del método de Galerkin es Gtil cuando se pretende avanzar hacia la aplicacién
general del método, como herramienta para resolver otros tipos de problemas derivados de fenémenos de la
fisica.

El camino seguido para abordar el tema es el siguiente

-Discretizacion del continuo bidimensional: la region se divide en un namero finito de regiones triangulares

de lados rectos (elementos finitos).

La region se reemplaza por el modelo de elementos finitos, que es el que en definitiva se resuelve.

-Discretizacién e Interpolacion de los desplazamientos: obtencion de los desplazamientos dentro del elemento

en términos de los desplazamientos de los nodos del elemento.
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La interpolacion se realiza por medio de las denominadas funciones de forma lineales para este caso:

u=N,-u +N,-u,+N,-u,
v=N;-v;+N, v, +N,;-v,
Expresando matricialmente las férmulas de interpolacion
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B : matriz de deformacion — desplazamiento o matriz gradiente
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-Discretizacién del campo de tensiones
6.=D-¢,=D-B,-a,

-Ecuaciones de equilibrio de la discretizacion: el equilibrio solo se satisface en los nodos del elemento. Para el
calculo de las fuerzas nodales, aplicamos el Principio de los Trabajos Virtuales al elemento quedando implicito
el método de Galerkin_ (como se observa en la Figura N° 6):
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Reemplazandoen |a ecuacion de trabajos virtuales por medio de las ecuaciones anteriores:
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E
igura N° 6

Las ecuaciones del MEF, obtenidas segun el camino enunciado, y particularizadas para el caso de
estado eléstico plano, y utilizando el elemento triangular de deformacion constante (CST, constant strain
triangle), se pueden resumir como se observa en la Figura N° 7.

[[BT-D-B-a,-1-d4, —[[N7 -b-t-dd— {N7 -t-1-dL=q, Estaeslaecuacion de equilibrio entre las fuerzas nodales

i T 4 [ L de equilibrio y Ias fuerzas debidas a:

deformacion del elemento
fuerzas masicas
fuerzas de superficie
Laexpresion anterior puede re expresarse de la siguiente forma, puesto quelos desplazamientos nodales son valores cons-
tantes:
Ke -l _fe =4,
[_{jBT -D-B-i-dAe}-ae —~[INT-b-t-dd—§NT -t-t-dL=q, — | f, =f, +f, ==
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jl Ecuacion de equilibrio global: la suma de las fuerzas nodales de equilibrio en todos y cada uno de los nodos, debeser

igual a la fuerza nodal exterior: Z__‘l:‘ =P; Lasumatoriase extiende atodos los vectores de fuerzas nodales de equi-
librio tleIostlistintoselementosql.;e comparten el j-ésimo nodo. P; representa el vector de fuerzas puntuales exteriores
actuando en &l j~ésimo nodo. -

Como resultado del planteo del equilibrio global, se obtiene un sistema de ecuacionesdelaforma: K -a—f =r

Tanto la matriz de rigidez global como los vectores de fuerzas se obtienen a partir del procedimiento de ensamblaje desa-
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rrollado para el anilisis matricial de estructuras de barras.

Figura N° 7

El material que se presenta en la Figura N° 6 y N° 7 forma parte también, de lo que la catedra elabora para
el dictado de clases, dado especificamente por diapositivas digitales animadas.

Una vez introducida la formulacién general, se trata el uso de elementos mas refinados que el CST, tales
como los lagrangianos y los serendipitos, utilizando el concepto de las coordenadas naturales, el ”Jacobiano” de
transformacioén y la integracion numérica por medio de la cuadratura de Gauss - Legendre. Se hace particular



hincapié en el hecho de la necesaria regularidad de los elementos y de la influencia del tamafio de malla, en lo
que hace a la calidad de la solucién que se obtiene.

Por medio del uso de herramientas desarrolladas por la catedra para la generacion de mallas
bidimensionales (Franco, 2003), y la aplicacién de software especifico, los alumnos resuelven el mismo caso de
la viga de gran altura, utilizando distintos tipos de elementos, con diferentes densidades de malla, escogiendo la
solucién que, a criterio, y segun lo aprehendido, juzgan de mayor calidad.

En la Figura N°8, se pueden observar los resultados que obtienen acerca de la distribucion de tensiones
longitudinales @, en forma grafica, y que luego de realizar manualmente el post procesamiento, se transforman
en resultados manejables para el ingeniero en su practica diaria (valores en el eje de la viga, y por integracion
numérica, momento flector solicitante).
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RESULTADOS

Los resultados evidenciados por los alumnos en la ejecucion y conclusiones de sus trabajos, nos
demuestran que es posible asegurar saberes y competencias sobre los métodos numéricos acordes al nivel de la
carrera de grado, ain cuando los fundamentos matematicos (residuos ponderados, problema de de minimizacion,
problema variacional, método de Galerkin, método de Ritz, etc.) no puedan ser abordados con riguroso
desarrollo tedrico pero que se expresan en el planteo de su aplicacion a la situacion problematica, por ejemplo en
el caso de problemas de elasticidad lineal a través del Principio de los Trabajos Virtuales.

Se logra que el alumno tenga capacidades y aptitudes para desarrollar un proceso que conlleva:
generacion del modelo y su discretizacion, adopcion del elemento de mejor aproximacion, densidad y
condicionamiento de mallado; ingreso de datos e imposicién de condiciones de bordes; obtencion de de los
desplazamientos en los nodos y la solucidn en el campo de las tensiones; obtencion de representaciones graficas
de desplazamientos y de magnitudes derivadas: componentes de tension, tensiones principales, tensiones de von
Misses, que permitan ilustrar y hacer mas comprensibles los resultados; anlisis de la solucion, comprobaciones,
prediccion de fallos estructurales y conclusiones del problema.

Un aprendizaje importante, en el que la catedra hace hincapié particularmente, es en la observacion critica
de las soluciones obtenidas por medio de métodos numéricos y que tiene el siguiente fundamento: el alumno
descubre la potencialidad (indiscutible) de los métodos, particularmente del MEF, y comienza a pensar,
erréneamente, que el software (que trabaja con esa base) es infalible. Falso: el software es infalible
“matematicamente” hablando, pero “no sabe nada” de elasticidad lineal. Por tanto, el alumno “aprende” a
desconfiar de sus resultados, criticarlos, revisar las hipdtesis, establecer la dependencia de resultados de
cuestiones basicas inherentes al método: tipo de elemento, densidad del mallado, contornos, cargas, etc., a
ensayar varias alternativas y quedarse con la mejor, de comparar con resultados obtenidos por otras fuentes, y
por sobre todo, a pensar y proceder como ingeniero, y no como un simple usuario de software, que cree que el
mismo le solucionaré el problema estructural. En resumen, tratamos de evitar lo que, con acierto, Alpafiés
Ramaos define como calculitis (Alpafiés Ramos, 2010).

CONLUSIONES

La inclusion del tema métodos numéricos y en especial el MEF en los contenidos de las carreras de grado
de ingenieria es ineludible pero caben las preguntas: en qué nivel, con qué extension y carga horaria, dénde los
fundamentos y dénde las aplicaciones, qué competencias queremos lograr.

Esta metodologia, utilizada en el proceso de ensefianza y aprendizaje, en el campo de los métodos
numéricos aplicados a los problemas de la elasticidad lineal, enfocada hacia el planteo de la situacion
problematica, y a la bdsqueda de alternativas de solucidn, nos ha permitido, no solo introducir de una manera
“natural” a los métodos numéricos, sino también, y lo mas importante, que no sean considerados como una
separata del programa analitico, sin conexion con los problemas que intenta resolver. Este proceder, a nuestro
criterio, sienta bases firmes sobre las cuales el alumno edificara futuros conocimientos en el area, permitiéndole



profundizar en los métodos numéricos, ya no solo en el campo de la elasticidad lineal, sino en otros campos de la
fisica con relacion a la ingenieria civil (mecanica de suelos, mecéanica de fractura, problemas no lineales, flujo,
etc.).

Sabemos que los expertos se hacen con la experiencia y la educacidn continua, por ello en la formacién
de grado hay que proporcionar los conocimientos y aptitudes de base que permitan al estudiante avanzar hacia la
especializacion, asi como también en el futuro mas inmediato manejar las herramientas a su alcance para el
gjercicio de su profesion.
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