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Resumen. En la Facultad Regional Reconquista de la UTN se dicta la asignatura Matemática Superior, en la 

cual, una de las unidades temáticas es el estudio de Ecuaciones Diferenciales utilizando métodos numéricos. En 

el presente trabajo se muestra la resolución de un péndulo con una cantidad n de masas. El mismo ha sido 

realizado con la utilización del Software de matemática simbólica Mathematica. 

En el programa que realizan los alumnos es posible variar las diferentes constantes de los péndulos en estudio. 

 

1-INTRODUCCION 

La asignatura Matemática Superior se dicta en la Facultad Regional Reconquista con carácter de Electiva. 

La misma la pueden realizar los alumnos que estén cursando el tercer año de la carrera. Se trata de una materia 

que provee a los estudiantes de herramientas de matemática superior con fines de ser utilizadas en las asignaturas 

del ciclo superior de la carrera. 

El alumno no solo deberá incorporar conocimientos de una matemática de nivel superior, sino que el 

ejercicio mental lo irá guiando para desarrollar métodos de razonamiento que potencien sus facultades 

intelectuales y lo faculten para resolver problemas que se le presenten, tanto en materias posteriores como en su 

futura vida profesional. 

La asignatura se desarrolla casi íntegramente con el apoyo del Software Mathematica y su programa 

cuenta con los siguientes bloques: 

• Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales  

• Sistemas de Ecuaciones Diferenciales  

• Transformada de Fourier  

• Análisis Tensorial  

• Método de los Elementos Finitos 

A modo de evaluar los conocimientos adquiridos en la unidad temática Ecuaciones Diferenciales en 

Derivadas Parciales, se les plantea la siguiente inquietud: 

“Dado un péndulo coplanar simple, de longitud de cuerda L y de masa m, imaginar  N péndulos como 

este conectados en serie, donde el punto o partícula de masa del primer péndulo sirve como articulación para el 

segundo péndulo, y la partícula de masa del segundo péndulo sirve de articulación para el tercer péndulo, y así 

sucesivamente. En forma general,  la partícula del péndulo i sirve de articulación para el péndulo i+1. Se debe 

encontrar las funciones de los ángulos de cada péndulo con la vertical en función del tiempo.” 

2-DESARROLLO 

2.1-Objetivos  

Los objetivos de este trabajo son: 

- Estudiar el comportamiento de este sistema en movimiento para distintas condiciones iniciales de 

perturbación 

- Investigar sobre otras opciones distintas de la mecánica clásica, además de la mecánica de Newton 

estudiada en la carrera Ingeniería Electromecánica. 

- Tratar de simular mediante animaciones graficas computacionales el movimiento de esta clase de 

péndulos. 

2.2-Estrategia de Análisis y Resolución 

Tomando como ejemplo un péndulo de cuatro masas, gráficamente el problema a analizar es el de la 

Figura 1. 

Se pretende ir de lo simple a lo complejo para llegar a la solución de este problema.  

La estrategia general de resolución es, primero resolver el problema para un péndulo doble (solo dos 

péndulos en serie), tratando de encontrar las ecuaciones diferenciales y resolverlas para este sistema mecánico. 

Luego llevar esta solución a un sistema generalizado de N masas, valiéndonos de un procedimiento iterativo de 

cálculo para lograr nuestro cometido.  
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Figura 1: Esquema péndulo de cuatro masas 

2.3-Prindipios Físicos Utilizados 

Para lograr encontrar las funciones antes mencionadas, se utilizaran varios principios físicos de mecánica 

clásica avanzada, los cuales servirán de herramienta para llegar a las ecuaciones diferenciales que rigen el 

movimiento del péndulo. 

No se podrá usar aquí las ecuaciones de la mecánica de Newton,  debido a que el movimiento del segundo 

Sub-Péndulo es relativo al movimiento acelerado de la partícula m1, estamos en presencia de un referencial 

acelerado (no inercial), y en estos casos la mecánica Newtoniana no es aplicable. También se podría utilizar el 

principio de conservación de la Energía Mecánica, pero las ecuaciones diferenciales obtenidas por este método 

son extremadamente complejas. 

Es por esto que se opta por tomar como concepto físico, para obtener las ecuaciones diferenciales del 

movimiento, la Mecánica de Lagrange basada en el Principio de Mínima Acción de Hamilton. 

Para poder entender estos conceptos fundamentales de mecánica hace falta comprender algunos 

conceptos previos [11]. Uno de estos conceptos es el de punto material o partícula, se denomina así a todo 

punto en el espacio que tiene asignada una determinada masa y cuyas dimensiones se pueden despreciar para el 

estudio de su movimiento, una partícula de masa “m” como las que componen el péndulo a estudiar es un punto 

material, o simplemente punto. 

El numero de parámetros o magnitudes independientes que definen perfectamente la posición de una 

partícula se denomina numero de grados de libertad de la partícula, un sistema compuesto por varios puntos 

tendrá “n” grados de libertad, los cuales serán la suma de todos los grados de libertad de los puntos que 

componen el sistema, menos los grados de libertad que son dependientes relativamente entre varios puntos. Las 

“n” magnitudes necesarias para definir la posición de todos los puntos de un sistema se denominan coordenadas 

generalizadas del sistema. Estas “n” magnitudes definen completamente el estado mecánico de un sistema en 

reposo. Se puede adoptar como coordenada generalizada cualquier propiedad geométrica de los sistemas que 

describa la posición de sus puntos materiales. 

Todo sistema mecánico en movimiento esta caracterizado por una función L, la cual posee como 

variables todas las coordenadas generalizadas del sistema, las derivadas de las coordenadas generalizadas 

respecto del tiempo, y el tiempo. Esta función L se denomina Lagrangiana del sistema. Donde, si  

son las coordenadas generalizadas, y  son sus derivadas con respecto del tiempo, t es el tiempo, 

entonces la Lagrangiana del sistema puede expresarse como: 

 
Si el sistema está en movimiento, entonces entre un instante  y otro instante  de tiempo las 

coordenadas generalizadas cambian. La integral: 

 
Se denomina acción del sistema en ese período de tiempo. El principio de mínima acción de Hamilton 

postula que: “en todo movimiento de un sistema en un intervalo de tiempo dado, la acción de este siempre es 

mínima”.  

Durante el movimiento de un sistema mecánico las funciones de las coordenadas generalizadas en el 

tiempo son: 

 
Donde n es el número de coordenadas generalizadas del sistema. Estas n funciones del tiempo tienen una 

forma tal que en todo momento el valor de S es el menor posible. 



La mecánica de Lagrange nos dice que, para que la acción S sea mínima en un sistema de partículas, para 

todas las coordenadas generalizadas, se deben cumplir las siguientes ecuaciones: 

 
Denominadas ecuaciones fundamentales de la mecánica de Lagrange. Donde  es la derivada de la 

función de la coordenada  con respecto del tiempo y  es la función de esta coordenada en el tiempo. 

En un sistema de partículas la Lagrangiana se calcula como: 

 

Donde  es la energía cinética del sistema de partículas y  es la energía potencial del  sistema de 

partículas. Además se sabe que ambas energías serán función de las coordenadas generalizadas del sistema y del 

tiempo trascurrido de movimiento. 

2.4-Analisis Del Péndulo Doble 

Se realiza primero el análisis del péndulo doble. Este péndulo consta de dos partículas de masa  y 

, las cuales forman dos péndulos simples angulares, cuyas longitudes de cuerda son  y , 

respectivamente. Puede verse el péndulo analizado en la Figura 2. 

 
Figura 2: Péndulo Doble. 

Se Llamará “péndulo” al sistema completo, y se llamará “sub-péndulo” a cada uno de los péndulos 

simples que componen el sistema general. Así, el sub-péndulo 1 será el sistema compuesto por la masa  y la 

cuerda de longitud , y el sub-péndulo 2 será el sistema compuesto por la masa  y la cuerda de longitud L2. 

Inicialmente cada uno de los sub-péndulos que componen este péndulo doble reciben una perturbación 

inicial, la cual provoca el inicio del movimiento oscilatorio. Para el análisis que se va a realizar de este 

movimiento, se opta por medir la perturbación inicial y el movimiento de las partículas mediante la magnitud 

que toma el ángulo que forma la cuerda, de cada sub-péndulo, con la vertical que pasa por el punto de 

articulación de dicho sub-péndulo. Además, se toma nulo el rozamiento en las articulaciones de cada sub-

péndulo, y se considera que las cuerdas de cada sub-péndulo son inextensibles. En la figura están representados 

los ángulos  y  de cada uno de los sub-péndulos. 

El objetivo de este paso de la resolución general, es encontrar las ecuaciones de los ángulos  y  en 

función del tiempo de oscilación transcurrido. 

En el caso del péndulo doble, la cantidad de puntos es dos y cada uno de ellos en el plano tendrá dos 

grados de libertad, pero en el caso del primer punto como la longitud  es fija, entonces este aporta solo un 

grado de libertad al sistema, de igual manera, como el segundo punto esta ligado al primero por una longitud 

también constante, entonces este también aportara una sola coordenada generalizada al sistema. De esto se 

concluye que el sistema solo posee dos coordenadas generalizadas. Es decir se pueden elegir dos propiedades 

geométricas independientes en el péndulo doble para definir su estado mecánico inicial (en reposo) con 

precisión. 

Podríamos tomar las coordenadas en la vertical de ambos puntos, o las dos coordenadas de la horizontal, 

pero para llegar a una ecuación diferencial más sencilla se elige como coordenadas generalizadas los ángulos que 

los sub-péndulos forman con la vertical, que pasa por el punto de articulación de cada sub-péndulo. Es decir las 

coordenadas generalizadas serán  y . 

Para aplicar la mecánica de Lagrange a este péndulo, habrá que obtener, para cualquier instante de 

tiempo, primero la velocidad absoluta de cada partícula y luego su posición con respecto a un plano de 

referencia, y con esto habrá que calcular ambas energías, cinética y potencial. Luego habrá que obtener la 



Lagrangiana y aplicar sobre ella las ecuaciones de la mecánica de Lagrange, para obtener las ecuaciones 

diferenciales del movimiento. 

2.4.1-Calculo de Energía Cinética 

La energía cinética de las partículas, en función de las coordenadas generalizadas elegidas, se puede 

obtener como: 

 
Para obtener las energías cinéticas de las dos partículas se analiza la Figura 3: 

 
Figura 3: Análisis del péndulo doble 

La energía cinética de la partícula  se puede calcular como: 

 
análogamente para la partícula : 

 

Donde  (en el grafico ) es el vector de velocidad lineal instantánea absoluta de la partícula 1, 

tomando como referencial dos ejes ortogonales, cuyo centro o intersección sea el punto de articulación de este 

sub-péndulo. 

Pero considerando el ángulo  que forma el sub-péndulo 1 con la vertical, entonces: 

 
En el caso de la partícula  la velocidad de este se puede calcular de la siguiente manera 

 

Donde  (en el grafico ) es la velocidad de la partícula  relativa a la partícula , es decir, la 

velocidad con respecto al referencial sombreado en la imagen. 

 
Entonces: 

 

Donde  y  son funciones del tiempo. Para simplificar la notación se adopta la siguiente 

nomenclatura de cálculo. 

 
Luego, calculando la norma de los vectores de velocidad absoluta de ambas partículas, se obtiene la 

energía cinética de sistema de partículas: 

 
El cálculo de las normas de los vectores y de la energía cinética del sistema de partículas, se realiza 

mediante comandos de simplificación de ecuaciones algebraicas que están incluidos en el software. 

2.4.2-Calculo de la energía potencial: 

Para la energía potencial del sistema de partículas, se toma como plano de referencia la horizontal, que 

pasa por el punto O de articulación del péndulo, habrá que obtener esta energía en función de las coordenadas 

generalizadas elegidas al principio: 

 
donde  e  son las coordenadas en y de las partículas, entonces la energía potencial en función de las 

coordenadas generalizadas será: 

 
Donde g es la aceleración gravitatoria reinante en el lugar donde funciona el péndulo. 

2.4.3-Obtención de la Lagrangiana: 



Teniendo en cuenta esto la Lagrangiana del sistema será: 

 
Donde se reemplaza la energías antes obtenidas y se realiza la simplificación la simplificación algebraica 

de esto con el software. 

2.4.4-Obtencion de las ecuaciones diferenciales: 

Aplicando a la Lagrangiana antes obtenida las ecuaciones fundamentales de la mecánica de Lagrange, se 

obtiene un sistema de dos ecuaciones diferenciales de la siguiente forma. 

 
2.4.4-Solucion de las ecuaciones diferenciales: 

La resolución de las ecuaciones diferenciales anteriores se hace teniendo en cuanta las condiciones 

iniciales del movimiento las cuales son: 

 
Donde  y  son los ángulos de las perturbaciones iniciales de los sub-péndulos 1 y 2 

respectivamente. 

Con estas condiciones iniciales, la resolución de las ecuaciones diferenciales se realiza mediante 

comandos que posee el programa, esta resolución es numérica. Aquí el programa devuelve las funciones de los 

ángulos como dos interpolaciones hechas de una nube de puntos de la solución exacta del problema. 

No se obtiene la solución analítica de las funciones de los ángulos, sino que se obtiene directamente la 

interpolación de un conjunto de puntos que son pertenecientes a esta solución. El resultado que podemos 

visualizar directamente es el grafico de las funciones  y . 

2.5-Analisis del Péndulo de N Masas 

Para este péndulo las coordenadas generalizadas, serán N, ya que habrá N ángulos a medir los cuales 

correspondes a los N sub-péndulos que lo componen. 

2.5.1-Calculo de Energía Cinética 
La energía cinética de las N partículas, en función de las coordenadas generalizadas elegidas, se puede 

obtener como: 

 
En este caso la iteración del cálculo se realiza para calcular las velocidades, y tomando como referencia la 

velocidad del i-esimo péndulo, se puede ver de la Figura 4: 

 
Figura 4: Análisis del péndulo de N masas 

 
Teniendo en cuenta la nomenclatura anteriormente utilizada para la designación de las funciones de los 

ángulos  y sus derivadas. Las velocidades se pueden expresar como:  

 



La simplificación algebraica de este cálculo iterativo se hace directamente mediante la utilización de 

software y la energía cinética, por su parte, se calcula como: 

 
2.5.2-Calculo de Energía Potencial 

La energía potencial de las N partículas, en función de las coordenadas generalizadas elegidas, se puede 

obtener como: 

 

 
Y en función de las coordenadas generalizadas elegidas esto sera: 

 
2.5.3-Obtención de la Lagrangiana: 

Teniendo en cuenta esto la Lagrangiana del sistema será: 

 
2.5.4-Obtención de las Ecuaciones Diferenciales: 
La aplicación de las ecuaciones fundamentales de la mecánica de Lagrange para este caso nos generaran 

un sistema de N ecuaciones diferenciales con N funciones incógnitas . 

 
2.5.5-Solucion de las ecuaciones diferenciales: 
Para esto se tienen en cuenta las condiciones iniciales: 

 

 

 

 

 
Nuevamente la resolución del sistema de ecuaciones se realiza en forma numérica mediante la utilización 

del software. 

2.5.6-Ejemplo: 

Se analiza un péndulo de 5 masas cuyos datos son: 

 
Con estos datos se realiza los cálculos anteriormente descriptos y se obtiene por ejemplo el grafico de la 

posición angular del sub-péndulo 2 en función del tiempo (figura 5): 



 
Figura 5: Ejemplo 

También se obtiene una animación grafica del movimiento del péndulos en función del tiempo, puede 

verse algunas imágenes de la animación en la Figura 6. Donde la primer toma de izquierda a derecha son las 

condiciones iniciales, y las tomas sucesivas son instantes de tiempo consecutivos a medida que transcurre la 

animación, como puede verse en la barra de tiempo t de la imagen. 

 
Figura 6: Animación Ejemplo 

3-CONCLUCIONES 

La realización del presente trabajo, es una experiencia muy enriquecedora desde el punto de vista teórico, 

ya que indujo a los alumnos a indagar en teorías de la mecánica no desarrolladas en las materias a fines dictadas 

regularmente. Por otra parte, la utilización del software, brinda un medio visual y dinámico de representación e 

interpretación de los resultados obtenidos. A su vez, el hecho de resolver numéricamente las ecuaciones 

diferenciales, permite hallar la solución sin ningún tipo de restricción en las condiciones iniciales, es decir que, 

la solución no está limitada a pequeños ángulos iniciales, debido a que se aproxima la función solución y no la 

ecuación diferencial, como se hace en la mayoría de los casos. 
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