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Resumen

En este trabajo se expone el método de resolucion desarrollado por el Ing. George Adomian en los afios’80, y se
ilustra su aplicacion en la resolucion de una ecuacion diferencial ordinaria y una ecuacion en derivadas parciales.
Una caracteristica del método es que no provee de una soluciéon numérica sino de una solucion analitica
aproximada, permitiendo construir una funcion que describe la evolucion del sistema. Si bien la convergencia
ha sido probada s6lo bajo determinadas hip6tesis, nos parece de interés darlo a conocer, por ser un método
facilmente programable, que ya ha sido utilizado en la resolucién de gran cantidad de problemas de diferente
naturaleza, y que no se encuentra hasta el momento entre los contenidos de los cursos estandar de matematica de
las carreras de ingenieria, a pesar de que su aplicacion sélo requiere herramientas sencillas.

Introduccion

Durante los afios *80, el ingeniero norteamericano George Adomian (Adomian, 1984, 1990 y 1994) propuso
un método para resolver ecuaciones funcionales del tipo F(u) =g donde u =u(x,t) es la funcidn a determinar,
F es un operador diferencial, integro-diferencial o algebraico, y g = g(t) es una funcion conocida. La variable
t podria ser el tiempo o bien una variable espacial determinada, y x podria ser incluso una variable vectorial.

El método, que pretende ser muy general, fue denominado “método descomposicional” o “método de
descomposicion”.

Para aplicarlo, se supone en primer lugar que el operador F puede expresarse en la forma
F(u)=L(u)+R(u)+N(u) donde L es un operador lineal invertible, R es otro operador lineal y N es un

operador no lineal. A continuacion se supone que el problema tiene una solucion u(x,t) que puede expresarse

como la suma de una serie convergente de la forma y = Z”n y que el operador no lineal N admite un desarrollo
n=0

de la forma ZAn (u) donde los A, (u) son polinomios que se eligen de tal modo que cada A, depende s6lo de
n=0
los términos u,,u,,...u, del desarrollo de u .
A partir de estas suposiciones se plantea
L(u)+R(u)+N(u) =g(t)

u=L*g®]-L*[RW)]- L NW)]
S0, = L a0]- 3 L RS LA, WU U ,)]

n=0
Finalmente, se propone construir la solucion a través de la siguiente formula definida por recurrencia:

U, (x,t) = L™ [g(1)]
U, (%,1) = L R(U, 5 () ]- LA 4 (Ug, Uy, 5)] W21

Las posibles condiciones iniciales o de borde del problema son tenidas en cuenta al invertir el operador L en la
primera ecuacion, que define u,.

Adomian postula que es posible obtener una muy buena aproximacion de la solucion del problema a través

- m - - -7 7 -
de las sumas parciales ;= Zun y que la convergencia de estas sumas hacia la solucidn es rapida, aunque en sus
n=0
trabajos no ofrece demostraciones formales de esa convergencia, ni analiza los problemas de existencia y
unicidad de la solucion. Sefiala, por otra parte, que la ventaja de este método frente a otros es que no recurre a
procedimientos de simplificacion del problema, como linealizaciones o introduccion de perturbaciones, y puede
ser aplicado tanto a problemas deterministicos como estocésticos, proveyendo, en algunos casos, la solucién
exacta (cuando se pueda arribar a una formula cerrada para los u,) y en otros, a una muy buena aproximacion de
la solucién, o a alguna de las soluciones, en caso de que existiera mas de una. No ofrece tampoco

demostraciones formales de estas afirmaciones, pero expone numerosos ejemplos que ilustran la utilizacién
satisfactoria del método (Adomian, 1990).
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Debemos hacer notar que este método no provee de una soluciéon numérica sino de una solucién analitica
aproximada, permitiendo construir una funcién que describa la evolucion del sistema, y cuya bondad puede ser
luego contrastada con datos experimentales.

A partir de la propuesta de Adomian, y durante los Ultimos 25 afios, numerosos trabajos han sido publicados
en relacion a la misma, aplicando el método a problemas de la méas variada naturaleza, proponiendo diferentes
formas de calcular los polinomios A - que se denominaron “polinomios de Adomian”- u ofreciendo

demostraciones de convergencia bajo diferentes supuestos. En un trabajo de Freitas de Sousa Basto (2006) se
ofrece una interesante sintesis de aplicaciones exitosas a problemas de diferente naturaleza.

Debemos sefialar, sin embargo, que a pesar de que el método ha sido utilizado con éxito para construir
aproximaciones a la solucion de numerosos problemas, no existe aln una demostracion general de la
convergencia hacia la solucion de las sumas parciales de la serie obtenida. Cherruault (1988, 1989) y Mavongou
y Cherruault (1992) ofrecen algunos intentos para demostrar esa convergencia aunque son, a nuestro entender,
incompletos cuando no imprecisos. Gabet (1994, 1996) trata de elaborar una fundamentacion general mediante
las llamadas “series de descomposicion”, pero s6lo prueba la convergencia para el caso en que el operador no
lineal N es analitico y contractivo. Abdelrazec y Pelinovsky (2009) exponen, a su vez, una adecuada
demostracién de convergencia, también bajo la hipdtesis de que N es analitico, y se ocupan ademas de la
existencia de la solucién. En su demostraciéon de convergencia se observa que es de esperar la validez de la
solucién obtenida para intervalos pequefios de t alrededor de 0. En trabajos como los de Edwards et al. (1997) y
Gonzélez-Parra et al. (2011) se muestra como es posible ir extendiendo el intervalo de la solucion a través de un
proceso de concatenacion de soluciones construidas en intervalos adyacentes.

Fundamentacion
Un teorema clésico en la Teoria de Ecuaciones Diferenciales, el Teorema de Cauchy — Kowalevskaya, afirma

“Si G, ¢,, ¢, @, Son funciones analiticas cerca del origen, entonces existe un entorno del origen en el

Ky anj
cual el problema a,‘ U =G (90U . i) tiene una tnica solucion analitica”,
ou(x,0) =p;(x) para 0< j<k

Este teorema permitiria justificar el hecho de proponer una solucién de la forma y :Zun(x,t) para el
n=0
problema F(u)=L(u)+R(u)+ N(u) en el caso en que se trate de un problema diferencial que pudiera escribirse

de la forma ofu = G(x,t, (050/u),

Si bien Adomian no alude a este teorema, justifica la convergencia de su método aduciendo que la misma
queda garantizada por tratarse de un desarrollo de Taylor generalizado alrededor de una solucion inicial u,. En

el trabajo de Abdelrazec y Pelinovsky antes citado, se formaliza la demostracion de este hecho en el marco de
este teorema, trabajando bajo la hip6tesis de un operador N analitico.

lHustraremos la aplicacion del método con la resolucién de una ecuacion diferencial ordinaria sencilla, de
solucion conocida, y luego la aplicaremos a una ecuacién en derivadas parciales para la cual el programa
Mathematica® sélo provee una solucién numérica aproximada.

) con la funcién G analitica.

al+jsk, j<k

Desarrollo
Primer ejemplo de aplicacion

Consideremos en primer lugar el problema de valores iniciales
u'(t)=u(l-4u) vt>0
u(0)=1
Se trata de la ecuacion logistica cuya solucién es u(t) =2e'(1+e')™. Emplearemos el método de Adomian

para ilustrar qué tan bien concuerda la solucion provista por el mismo con la solucion exacta, y exponer algunos
detalles de su aplicacion.

Con la notacién utilizada en la introduccidn, se tienen F(u) =u'-u +%u2 y g(t)=0.
Escribamos F(u) en la forma L(u)+R(u)+N(u) donde L es un operador lineal invertible, R es otro
operador lineal y N es un operador no lineal. La eleccion no es Unica, ya que podrian ser L(u)=u'-u,

RU)=0y N(u)=}u’ obien L(u)=u", Ru)=-u y N(u)=4u’ .



Elijamos esta Ultima opcion, por corresponder a un operador L facilmente invertible; en efecto: si

L(.) =%, es L() ='|.(.)dt .

A continuacién proponemos u = Zun(t) y el esquema de generacion de los términos de la serie resulta
n=0

U, = [ gt
U (1) =~ [- (U, @) dt = [[A, 4 Ug, Uy, )]t W21

En este caso es g(t) =0, por lo que u,(t) = L*l[g (t)]: IO dt =K, y necesariamente debe ser K =1 para que

se verifique la condicion inicial u(0)=1. Por lo tanto u,(t) =1.
Como iun(t) Y N(u)=34u® tendremos
n=0

o0 n

NW =2 u, O u ) =23 u O, O

k=0 n=0 k=0
de manera que

2
N(U) =2 (ug)” +3 (Uguy +UuUy) +5 (Ug, +UyU; +U,Ug) +...
donde se han obtenido los polinomios de Adomian aplicando el producto de Cauchy de las series:
Ao (Uo) =4 (Ug)* s Ar(UgiUy) =Ugly, Ay (Ug,Uy,Up) =3 Uls +Ugl,, .. €tC.
Resultan, entonces,

0,0 = [ Ot =237 [, Ou,., Oldt vn=1

n=0 k=0
Partiendo de u,(t) =1 se obtienen los siguientes primeros 9 términos no nulos:
_ 1 143 1 45 17 47 31 9 691 1 5461 13 929569 15
(D(t) =1+ Et - ﬂt + Wt - 40320t + 7257eot ~ 159667200 t+ 12454041600 - 20922789888000 .

En el siguiente grafico se compara este polinomio con la solucién exacta:
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Figura 1. En color rojo, la aproximacion ¢(t) de Adomian. En verde, la solucién exacta.

La concordancia mientras t < 2 es excelente.

El siguiente grafico muestra el resultado de aplicar el operador diferencial que corresponde a la ecuacion

logistica, F(u)=u'-u +%u2, al polinomio ¢(t) obtenido. El resultado es muy satisfactorio hasta t =2:
15 L
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Figura 2. Resultado de aplicar el operador diferencial de la ecuacion logistica al polinomio o(t)



A continuacién mostramos cémo pudo extenderse la solucion con un proceso de concatenaciéon de
soluciones, construidas en intervalos adyacentes. Se eligi6 un paso fijo de longitud 1.5; en la etapa k -ésima se

tomé como condicidn inicial el valor en (k —1)x1.5 de la solucién aproximada calculada hasta entonces.

Se obtuvo la siguiente concordancia con la solucion exacta hasta t =18:

20001

J Solucién aproximada

Solucién exacta

20000

1999

1.9908

19997

1.9996

1.9995

m
Ei
55
a
Bi

Figura 3. En color rojo, la concatenacion de soluciones de Adomian. En verde, la solucion exacta.
Ambas se superponen hasta t=18.

En el siguiente grafico se muestra el error relativo de la solucion obtenida por el método de Adomian, con
respecto a la solucion exacta, en el mismo intervalo:
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Figura 4. Error relativo de la solucién de Adomian, con respecto a la solucién exacta.

Los polinomios de Adomian se obtuvieron aqui por simple producto de series. Podria ocurrir que la
naturaleza del operador N no permitiera un célculo tan sencillo. Si se tratara, sin embargo, de un operador
analitico es posible calcularlos de un modo simple, segln lo expone el mismo Adomian en su obra.

En efecto: si N(u) es un operador analitico que admite alrededor de u, el desarrollo de Taylor

N@) = Y~ aIN )0,

0

en un cierto espacio de Banach conveniente, y se supone que U :Zuk , en cada uno de los términos del
k=0

desarrollo anterior se tendra

(u _Uo)n :((iuk)_uo] :{iuk]

Esta Gltima serie consiste, para cada valor de n, en una suma infinita de términos formados por todos los
productos posibles de los u, tomados de a n, cony sin repeticiones.



Adomian sugirié obtener los polinomios A, a partir de un reordenamiento de la serie de Taylor de N(u)-
por lo que la convergencia estaria garantizada - agrupando los productos u, .U, . ....u, segln el valor de la

suma de los k; . Reemplazando (u—u,)" en ese desarrollo resultaria

N@) = N(UG) + 3 (i maiN ()

n=l j=1

donde cada c(j,n)es una suma de productos de j factores u, cuya suma de subindices sea n, con coeficientes

convenientes que den cuenta de los productos repetidos. Considerando A, =N(u,) y A, = Zc(j,n)ajN(uo)
j=1

para cada n=1 resulta, como se deseaba, que cada A, es un polinomio de grado n en ug,u;,... U, .

Una forma de deducir esos polinomios de manera practica es utilizando un pardmetro & que permita agrupar
los términos de igual grado. Para ello se considera

N(u,&) = N(is”.un) =iA1(Uo:6U1,---v8nUn) =iAn(uo,u1,...,un)g"

donde la ultima igualdad se obtiene recordando que cada A, es un polinomio en ug,,u,,....u, formado por

productos de los u, cuya suma de subindiceses n.

A partir de alli se tiene la siguiente férmula para obtener los polinomios, comparando la Ultima expresion con

un desarrollo de Maclaurin con respecto a ¢:
14d"
A==

nlde"

(N> £0,)

Una simplificacion adicional se obtiene observando que, al especializar en £=0 la derivada n -ésima,
desapareceran los términos de grado superior a n, por lo que es

d nn (N (igkuk)) = d—nn(N (U +&u, +&°U, +...+&"U,))
d8 k=0 &=0 d&' =0
de modo que
A =L N u)
ntde" o

En el ejemplo que acabamos de exponer es N(u) = %uz y facilmente se comprueba que la formula anterior

conduce a los mismos polinomios que obtuvimos efectuando el producto de Cauchy de las series.

Segundo ejemplo de aplicacion

A continuacion se empleara el método de descomposicion de Adomian para resolver una ecuacién diferencial
no lineal en derivadas parciales.
El problema es

UXX(X, y) = _2y2u (U +2X ux)
u@,y)=1
uy (01 y) =0
El programa Mathematica® no responde con el comando DSolve, que se utiliza para obtener una solucién

exacta del problema, y sélo provee una solucién numérica aproximada mediante el comando NDSolve (que
construye un polinomio de interpolacién, empleando el método predictor-corrector de Adams):

DSolve.{ D, Dl u{x{yu s x|, xl [ 21 yr2I U{T(, yl ~2 4| x| y*2]| ulx, y{ ~2] D{ u{x, v, =,
ul 0, y. 1,/ Dlux, y,x . x| 0] ol , u x, y., x, yi.
DSolve_.uLZ'OL.X vy. 2y2 u. X, V. 2 4><y2 u. X, V. Zutl’ot_x, V.,
1,0

U.Ozy.,lfu .Ofy.,o.,u.X,y.,X,y.

X,FA A2 4 x| yr2] u{x y{ ~2] D_u{x,y ,x{,
o ul x, v

,.%x,00.9,0.9,.y,10.9, 0.9

NDSolve| | bl Dl Tl %, 4l , =, %
, . X 0 0

| 12 yr2\u

u 0, y. | 1 Dlul x, y. , x|




.u. x, vy.  InterpolatingFunction .. 0.9, 0.9 ,. 0.9, 0.9.., ~..x, V...

Para aplicar el método de Adomian consideramos en este caso F(u)=u, +2y’u(U+2xu,) y g(t)=0;

L(.)= a;((z') , R(u)=0, N(u)=2y?u(u+2xu,) Y el operador inverso de L es una doble integracién indefinida

respecto de la variable x (que indicaremos ﬂ (.)dxdx ). Nuevamente los polinomios de Adomian se obtienen de

manera directa al efectuar el producto de Cauchy de las series correspondientes. Al aplicar la doble integracion
respecto de x a la funcion nula se obtiene uy(x,y)=a(y). x+b(y) que, con las condiciones u(0,y)=1y
u,(0,y)=0, conduce a a(y)=0y b(y)=1 porloque u,(x,y)=1.

A partir de la férmula recursiva

n-1
u,(x,y) = —2y2J._|'Zuk[unflfk +2X Uy gy )y Jdxdx  Vn>1
k=0

se obtienen los siguientes primeros términos:
o(xy)=1— x2y2 + x“y“ _ X6y6 + Xsys _X1oy10
El siguiente grafico ilustra la coincidencia entre la solucién numérica provista por Mathematica® y el
desarrollo descomposicional:

Figura 5. En color celeste, la solucion ¢(x, y) obtenida por el método de Adomian. En
verde, la solucién aproximada dada por Mathematica®

En el siguiente grafico se rpresenta el error relativo de la solucién de Adomian con respecto a la solucion
aproximada dada por Mathematica®:

Figura 6. Error relativo de la solucién de Adomian, con respecto a la solucién
aproximada dada por Mathematica®

La regularidad de los términos obtenidos en la serie de Adomian sugiere proponer
u(x, y) =D U, ) = > (-x7y?)"
n=0 n=0
1 .
1+ x2y?
Reemplazando esta funcién en la ecuacion diferencial original se observa que esta es, efectivamente, la
solucién del problema, de modo que el método descomposicional ha conducido a la solucion exacta.

que, para | Xy | <1, es el desarrollo en serie de la funcién

Conclusiones



El método descomposicional ideado por Adomian ha sido empleado exitosamente, desde su creacion, para la
resolucion de numerosos problemas de muy diferente naturaleza, como lo demuestra la amplia bibliografia que
puede consultarse al respecto. Su aplicacion es relativamante sencilla y, en algunos casos es posible arribar a la
solucién exacta del problema cuando otros métodos no lo permiten. Si bien ain no ha podido demostrarse la
convergencia de la serie obtenida de manera general, sino s6lo bajo determinadas hipétesis de analiticidad de los
operadores involucrados, nos parece de sumo interés para el ingeniero contar con esta herramienta alternativa
para construir soluciones de ecuaciones diferenciales, integro-diferenciales, algebraicas, etc. . Su aplicacion
conduce a la construccion de una ley que describe aproximadamente la evolucién del sistema, y cuya validacion
podra hacerse, en definitiva, a partir de los datos empiricos.
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