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Resumen

La interpretacion o estudio de los comportamientos de sistemas o de fendmenos de la naturaleza que
utilizan lenguaje matematico es una dificultad que torna al campo de la ensefianza de las ciencias, entre ellas la
Matematica, en algo con caracteristicas intimidantes para la mayoria de los estudiantes de Ingenieria. En este
trabajo se propone minimizar esa dificultad en el aprendizaje aplicando la técnica de estudio de casos
particulares. Para ello, se muestra una aplicacion de la metodologia propuesta a la ensefianza de la resolucion de
la ecuacion diferencial de transmision del calor para una cacerola multicapa de cocina.

ECUACION DEL CALOR
Sistemas utilizados para la aplicacion de la metodologia propuesta

Los ejemplos que se usan para la ensefianza de la ecuacién diferencial de transmision del calor son los
siguientes sistemas:
a) soporte multicapa de muestras para la medicion en laboratorio de propiedades superconductoras y en donde
interesa conocer la distribucion de temperatura por trasmisién a través del soporte v,
b) cacerola de cocina de acero inoxidable de base multicapa.

Las vistas esquematicas de estos sistemas se muestran a continuacion:
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Andlisis de los sistemas

En todos los casos interesa determinar la distribucién de temperatura a través del sistema con el fin de
poder determinar la energia transmitida en forma de calor.

En el caso a) la muestra de material superconductor de espesor h; se coloca en el porta-muestra
construido de capas de metales de espesores (h, . h;) y (hs . h,) respectivamente. Las temperaturas extremas son
T,y T,y los coeficientes de transmision de calor de cada una de las capas son constantes y caracteristicos de
cada material e independiente de la temperatura (ésta es en realidad una primera hipétesis o aproximacion).

Para el caso b) la geometria cambia con respecto al caso anterior y las temperaturas extremas son también T, y
T,.
Hipétesis sobre los problemas

Una de las hipotesis planteadas es que la conductividad térmica no depende de la temperatura. La otra,
que limita el alcance del problema pero posibilita el tratamiento al nivel adecuado al curso, es el de considerar
despreciable el flujo calérico por las superficies laterales. Para ello se supone que en ambos casos el medio que
rodea lateralmente al sistema tiene conductividad térmica muy pequefia. Esta suposicion conduce a una discusion
y bisqueda de informacion sobre propiedades térmicas de materiales de uso tecnolégico, lo que constituye un
importante efecto colateral de la propuesta.
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Planteamiento, modelado matematico y resolucién

Como se desprende de las hipdtesis anteriormente planteadas, para el modelado matematico el problema
se plantea y resuelve en el marco de un modelo sencillo, de condiciones de borde ideales, para evitar las
complicaciones matematicas de un modelo mas detallado y realista y que pueden hacer disminuir el interés de
los alumnos. De todos modos, la discusion grupal posterior de interpretacién de los resultados permite la
observacion y discusidn de estas condiciones y su influencia en la modificacion del planteo matematico.

Dado que la variable dependiente de interés es el flujo calérico U [Cal /S] y que el fenémeno fisico que
se quiere describir es el del proceso de evolucion temporal de la transmision de calor por conduccion a través de
los materiales que constituyen nuestros sistemas, la ecuacion diferencial a plantear y resolver es la famosa
ecuacion:

ou
re kV2u =0, donde la constante k [cal /smK ] positiva es la conductividad térmica del material y t[s]

es la variable independiente tiempo.

Uno de los primeros aspectos que detectan los estudiantes como diferentes entre los sistemas
considerados, es la geometria de los mismos y que esa caracteristica determina el sistema de coordenadas que
debe usarse para la resolucion del problema en cada caso. Asi para el primero, se debera usar un sistema de

coordenadas cartesianas ortogonales (X, Y, Z) mientras que para el segundo se debera resolver el problema en

un sistema de coordenadas cilindricas (r,8,z) .

El andlisis del problema lo comienza el docente ensefiando la resolucion del problema en las dos
geometrias mencionadas, pero considerando un sistema formado por un Unico medio material. O sea que el
docente plantea el problema para las situaciones mostradas en la Figura 2.
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El caso V“U =0 puede considerarse como el caso especial de la ecuacion de calor en la que E =0,y

con esta interpretacion sus soluciones, son llamadas soluciones de estado estable o estacionaria ya que describen
las distribuciones de temperatura de equilibrio o sea independiente del tiempo.

Sistema Soporte Prismatico de un Gnico medio

Planteo: El modelo matematico que responde a este sistema fisico es 12 T,
¥
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sttt =0 O<x<a; 0<y<b y 0<z<h;
ox° oy° oz
junto con las siguientes condiciones de bordes b R
i) sus caras laterales estan termicamente aisladas de forma tal A y
que el calor no fluye a través de ellas, o sea \
u,0y2)=u,(ay,2)=0 u,(x0,2)=u,(xb,z)=0; T1

ii) las caras inferior y superior se mantienen a temperaturas constantes T; y 'f(z respectivamente, 0 sea
u(x,y,00=T, u(x,y,h)=T, 0<x<a,0<y<bh.

Para escribir las condiciones de borde se ha mantenido el criterio de sencillez del modelo y por lo tanto
se ha supuesto despreciable el flujo caldrico lateral. Esta simplificacion es discutida con los alumnos que
reconocen la necesidad de suponer un perfecto aislamiento lateral del sistema y de la correccion de esta
condicién para resolver la ecuacion diferencial en la mayoria de los problemas reales. También observan y
visualizan las dificultades para la resolucion de la ecuacion diferencial que ello trae aparejado.



Al problema de contorno asi planteado lo llamaremos Prob. A
Resolucién: Debido a la linealidad de este problema se lo desdobla en dos subproblemas mas sencillos

o’u o%u ou
Prob. Al: >+—+—=0 paa 0<x<a; O<y<b y 0<z<h
ox°® oy° oz
u,(0,y,2)=u,(ay,z)=0,u,(x0,2)=u,(x,b,z) =0,

u(x,y,00=T, u(x,y,h)=0 0<x<a, 0<y<b

o’u 0°u %
+ + =
ox>  oy* or1°
u,0,y,z2)=u,(a,y,2) =0, u,(x,0,2z) =u,(x,b,z) =0,
u(x,y,00=0  u(x,y,h)=T, 0<x<a, 0<y<b

Si llamamos U, a la solucion de Prob. Al y U, a la solucion de Prob. A2 las cuales se obtienen

separando variables, resolviendo problemas de Sturm-Liouville y usando series trigonométricas de Fourier, la
solucion del problema original A es

Prob. A2:

0 para O<x<a; 0<y<b y 0<z<h

T,-T
u(x,y,z) =u,(x,y,2)+u,(x,y,z) =T, + % Z que coincide con el resultado tedrico conocido.

Cacerola con fondo de base monocapa
Planteo: El modelo matematico que responde a este sistema fisico de Al T,

eometria diferente es
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junto con las condiciones de bordes siguientes

=0 O<r<a, —-7r<@<nmy O0<z<h

v

i) la superficie lateral est4 térmicamente aislada de forma tal que el [

calor no fluye a través de ella, o sea, U, (a,68,2) =0; a
X T,

ii) las bases inferior y superior se mantienen a temperaturas constantes T, y T, respectivamente, 0 sea
u(r,8,0)=T,, u(r,0,h)=T,;

iii) por la continuidad de u y de sus derivadas en el circulo de radio a
u(r,—z,z)=u(r,z,z) u,(r—=,z)=u,(r,zz).

Resolucién: Por la linealidad lo desdoblamos en dos problemas mas sencillos

o’u 1ou 1 d°u od%u

Probl: —+=—+—F5——+—=
or: ror r°o0g° oz

u(,0,z)<x, u,(ad,z)=0,u(r,—z,z)=u(r,z,z), u,(r—z,z)=u,(r,z,z)

u(r,6,00=T, u(r,8,h)y=0 0<r<a -z<0<~rx

0 O<r<a, —7r<0<x, 0<z<h

o’u 1ou 1 d°u &%

Prob.2: —2+——+—2 5 +—2:
o° ror r°o0° oz

u(,6,z)<x, u,(a,d,z)=0, u(r,—z,z) =u(r,z,z), u,(r,—z,z)=u,(r,z,z)

u(r,8,0)=0 u(r,6,h)=T, O0<r<a —-z<0<nr

0 O<r<a,—-z<80<x,0<z<h

Si llamamos U, a la solucion de Prob. 1y U, a la solucion de Prob. 2 las cuales se obtienen separando

variables, resolviendo problemas de Sturm-Liouville y usando funciones de Bessel vy series de Fourier, la
solucién del problema original es



U(r,e, Z) ZUl(r,Q, Z)+u2(r,0’ Z) :Tl +T2 1

Z que coincide otra vez con el resultado teorico

conocido.

Soporte prismatico multicapa _/

Esta situacion problematica se la plantea y discute desde el punto
de vista de lo que significa una innovacion tecnoldgica y la —» g(xy)
extension de la solucion matematica de un problema dado. hs C

. ha > f(xy)
Para resolverlo lo dividimos en tres subproblemas A, By C. B b

h; >

Planteo del Problema A: El modelo matematico que / A y
responde a este sistema fisico es
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u,(0,y,2)=u,(ay,2)=0, u,(x0,2)=u,(x,b,2) =0
u(x,y,00=T, u(x,y,h)="F(x,y) 0<x<a,0<y<b

=0 O0<x<a;0<y<byoO<z<h '

Trabajando en forma anéloga se obtiene la siguiente solucion

u(x,y,z) = l(h —z)+ 0z7+= Z cos?x senh?z+
n=1
senh—h
a
c mz mz
—z ‘;;]” cos— ysenhTz+
T
mlsenh—h,
b
“ & Con nz mz n®> m?
ZZ cos——x cos——y senh| .| — +-— 72
a b a> b

2 2

n=1 m=1 n m
senh —+—7rh

b2

donde las constantes C, . son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcion f (X, ).

Planteo del Problema B: El modelo matematico que responde a este sistema fisico es

o’v  d°v o
st ot o=
ox° oy® oz

O<x<a; 0<y<b y h<z<h,

v,(0,y,2)=v,(a,y,2) =0, v,(x0,2) =v,(x,b,z) =0

v(x,y,h)=f(xy) v(x,¥,h,)=9(x,y) 0<x<a, 0<y<b

Su solucioén es



0
CnO

nz nz
v(x,y,z) =———(, - 2) + = Z cos—x senh—(h, —z) +
4(h _hl) 257 senh "7 (h, - a
" (h, —h)
EZ mc"”‘ cos 2%y senh M7 (h, — 7) +
2 m:lsenhT”(hz “h)
© o 2 2
> Com c0s ™ x cos ™y senh| .| +m—27r(h2—z) +
n=1m=1 n2 m2 a b a b
senh —+—;z(h -h)
d nz nz
—00 _(z-h)+ no cos—x senh—(z —h)) +
4(h, _hl) 2nZ;senh(h —h) @ a
18 d, mz
— T cos ™%y senh ™ (7 b)) +
> y , (2~

= senh%(h2 —h,)

2 2
i coS— 7y cos y senh n m—zn(z -h)
=1 m=1 n¢ m? a b a’ b
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donde las constantes d . son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcion g(X,y) .
Planteo del Problema C: EI modelo matematico que responde a este sistema fisico es

o*w  o*w  o*w
ox* oy or®

=0 0O<x<a; 0<y<b y hy<z<hs

w,(0,y,2) =w,(a,y,2) =0, w,(x,0,2) =w,(x,b,z) =0
w(x,y,h,)=g(x,y)  w(x,y,h;)=T, 0<x<a, 0<y<b

Su solucioén es

w(X,y,z) = d—( ) + 12 nd“° cos M x senhn—ﬂ(h3—z)+
4 —h,) 2 Teenn U (n, <) 2
lz mem cosm—y senh % (h -7)+
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Una vez que hemos resuelto los subproblemas A, B, y C volvemos al problema original del soporte
prismatico multicapa. La solucion de dicho problema es U dada por

u(x,y,z) 0<z<h
U(X,y,2)=9Vv(X,y,2) h <z<h,
w(x,y,z) h,<z<h,



Restan determinar las constantes d, Y C,, pues gy f no son datos experimentales. Para ello se hace
cumplir la continuidad de las derivadas en las superficies de contacto, es decir,

Lu(x, y:2) = 78\/()(’ y.2) y —av(x, y.2) = —8W(X, y.2) de donde se obtiene
0z Z=hl 0z Z=hl 0z Z=h2 0z Z=h2
.=d =0 V¥n,¥Ym;por lo tanto
T, -T T,-T
u(x,y,z):Tl+%z 0<z<h, v(x,y,2)=T + 2h Lz h,<z<h,,
3 3
T,-T
w(x,y,z) =T, + 2h Lz h, <z<h,.
3
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Cacerola con fondo multicapa
Para resolver este caso, lo dividimos en tres /_
subproblemas: A,By C >Qh%
Planteo del Problema A: EI modelo matematico C |hy — a(r.6)
que responde a este sistema fisico es ><

B h4 —> f(r.0)
Fu, tau 1o o o =
a? ror r2og: &t y
O<r<a; —z<6<xy 0<z<h ¢ \

T

u(,6,z)<x, u,(a,0,2z)=0, u(r,—z,z) =u(r, z,z),
u,(r—z,z)=u,(r,z,z); u(r,0,0)=T, u(r,@,h,) = f(r,0) 0<r<a -z<0<~rx

Trabajando en forma analoga al problema 2.5.2. se obtiene la siguiente solucion

u(r,0,2) = l(h _7)4 20 2 —Z G Jo(ﬂ;k rjsenh%kz+
h, KL genh Aok h,
a

(a,, cos n49+bnksenn6?)‘ln(’u”k rjsenh P 4
a a

donde las constantes @, Y b, son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcion f (r,6).
Planteo del Problema B: El modelo matematico que responde a este sistema fisico es

o’v lov 1 d%v a v
o2 ror r? 802 oz?
v(0,0,2) <o, v,(a,0,2) =0, v(r,—7,z) =Vv(r,z,2), Vv, (r,—7,2) =V, (r,7,2)
v(r,0,h)=f(r,0) v(r,0,h,)=9(r,0) 0<r<a —#x<60<nx

=0 O<r<a; —z<O0<7my 0<z<h

Su solucion es

v(r,0,2) = ZO 5 _; +%Z %o JO(#Ok rjsenh&(hz—z)Jr
- K= senh % (h, —h,) a
a




ZZ 1 (a,, cos n6’+bnksenné’)\ln(ﬂank r]senh ﬂ;" (h, —2) +
=1

"t senh Ak ”nk (h, —h,)
CT (hz_hh) +lz o Jo(ﬂo“ rjsenh@(z—hlﬂ
(e =) 24 on ok (1, — ) a
a 2 1
ZZ L (C, cosn¢9+dnksenn9)3n(#;k r]senh ﬂa“k (z-h)
n=1 k=1

senh “”k (h, —h,)

donde las constantes C,, Y d,, son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcion g(r, ).
Planteo del Problema C: EI modelo matematico que responde a este sistema fisico es

o°w 1ow 1 0° W o°w
+= +—

o’ ror  r? 892 oz°

w(0,0,z) <o, W, (a,60,2) =0, W(r,—z,z) =w(r, z,z), W, (r,—z,z) =w,(r, 7, z)

w(r,8,h,)=g(r,6) w(r,8,h;) =T, 0<r<a —n<0<rx

=0 O<r<a, —-z<@<z y h <z<h,

Su solucioén es

w(r,0,z) —@(h +£Z Cok ‘Jo(luOk rjsenh&(h3—z)+
* hs_ ’ 2k:1 nhﬂ(hs_hz) a
a
ZZ L (C, cosnd + dnksenne)Jn(”nk rjsenh Hnk (h,—2)+T, (z—h,)
a a h3 _h2

n=1 k=1 senh Hnk (h3 _ hz)
a

Una vez resueltos los subproblemas A, B y C volvemos al problema original de la cacerola con fondo
multicapa. La solucion de dicho problemaes U, dada por

u(r,8,z) 0<z<h
Us(r,0,z)=4v(r,0,z) h <z<h,.
w(r,0,z) h,<z<h,

Falta determinar las constantes &, b.,,C.,. Y 0., puesfy g no son datos experimentales. Para
ello se hace cumplir la continuidad de las derivadas en las superficies de contacto, es
ou(r,6,z) ov(r,0,z) ov(r,0,z) ow(r,a,z)
—_ e y [ e

0z Z=hl 0z Z=h1 0z 7=h oz

2

decir,

z=h

2

de donde se obtiene a,, =b,, =c, =d,, =0 Vn,VKk; por lo tanto

-1 z 0<z<h, v(r,¢9,z)=T1+T2 il

3 3

Tz _Tl

u(r,0,z) =T, + z h<z<h,,

w(r,0,z) =T, + z h,<z<h,.
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CONCLUSIONES

La metodologia de enfoque de la ensefianza de la matematica aplicada por el método de casos particulares
permite discutir con los estudiantes otros tipos de problemas que llevan al planteamiento de la misma ecuacion
diferencial. Asi, se llega al analisis de la ecuacion de Laplace, clasica en problemas de electromagnetismo,
donde se determina el potencial eléctrico. También los alumnos de ingenieria mecéanica reconocen en la misma
forma la ecuacion de fluidos, a partir de la cual se pueden encontrar los campos de velocidad de sistemas no
viscosos. Los estudiantes comprenden asi que dos problemas pueden ser diferentes pero tener igual solucion
matematica.

Al percibir la utilidad de la matematica para modelar y explicar fendmenos reales, cotidianos y de futuro
tecnolégico, los alumnos se sienten motivados a estudiar y profundizar en los temas de Matematica Aplicada.
Se arribo a las conclusiones mencionadas teniendo en cuenta que se registré una marcada disminucion de las
inasistencias tanto a clases tedricas como practicas, la presentacion de los trabajos practicos en tiempo y con el
agregado de contribuciones propias extraidas de bibliografia especializada, catalogos y/o Internet, mayor
participacién en las actividades de aula y en la bisqueda de informacién, mejora en la nota promedio de
parciales y exdmenes finales.

BIBLIOGRAFIA

» KREIDER, D.L., KULLER, R.G., OSTBERG, D.R. and Perkins, F.W. Introduccion al Analisis Lineal,
Fondo Educativo Interamericano, S.A., México (1971)

=  WEINBERGER, H.F. Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales. Reverte (1970)

= ZILL, D.G. Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones de modelado. Thomson International (2002)

= FIGUEROA, M.I., ESTRADA, G.E. Resolucion de las ecuaciones Fisico-Matematicas. Libro de resimenes
del XVI EMCI Nacional—VI1Il1 EMCI Internacional, p.10. Olavarria (2011)



