ALGUNAS DIFICULTADES EN LA CONSTRUCCION DE SIGNIFICADO DE LA

FORMA POLAR DE UN NUMERO COMPLEJO
Prieto, Gloria, Pochulu, Marcel, Distéfano, Laura, Moler, Emilce
Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina
gprieto@fi.mdp.edu.ar; marcelpochulu@hotmail.com; mldistefano@fi.mdp.edu.ar; egmoler@yahoo.com.ar
Area Tematica: Investigacion educativa
Palabras claves: nimeros complejos, forma polar, significado, representacion vectorial

Resumen

El trabajo tiene por objetivo caracterizar algunas dificultades que se le han presentado a un grupo de 58
estudiantes de Ingenieria para construir el significado de la forma polar de un namero complejo. Para ello, se
analizaron y describieron las practicas operativas y discursivas realizadas por los estudiantes, para una actividad
puntual que fue solicitada en un examen parcial, utilizando las herramientas del Enfoque Ontosemiético. Los
resultados muestran que son pocos los estudiantes que evidencian haber construido adecuadamente el significado
de la forma polar de un numero complejo, y que las dificultades méas recurrentes estan relacionadas con la
representacion geométrica vectorial de los nimeros complejos y con las habilidades para la argumentar.

Introduccion

Los numeros complejos se usan en muchos campos de la Ingenieria, especialmente en Electronica y en
Telecomunicaciones por su utilidad para representar las ondas electromagnéticas y la corriente eléctrica, como
asi también, en Mecatronica, en tanto integra la Mecéanica con la Electronica y la Informatica con el fin de
disefiar y desarrollar productos que involucren sistemas de control para el disefio de productos o procesos

inteligentes. A su vez, permiten generalizar el concepto de autovalor y autovector en C", lo que posibilita

descubrir informacion oculta en matrices de R™" que caracterizan problemas reales de sistemas dinamicos, en
los cuales intervienen movimientos periodicos, vibraciones o algin tipo de rotacion en el espacio, temas
claramente relacionados también con la Ingenieria.

En el nivel universitario, el estudio de los niUmeros complejos se localiza, generalmente, en un primer
curso de Algebra y se suele caracterizar por abordar contenidos conceptuales con un fuerte anclaje geométrico.
La incorporacion de estos contenidos implica un doble esfuerzo para el estudiante. Por un lado, aceptar la
existencia de este nuevo conjunto numeérico, con las similitudes y diferencias que presenta con respecto del
conjunto de los nimeros reales. Y por el otro, incorporar los distintos tipos de representaciones asociadas a ellos:
las algebraicas (forma de par ordenado, bindmica, trigonométrica y polar) y las geométricas (representacion
puntual y vectorial). El uso articulado de todas y cada una de estas representaciones constituye el soporte
necesario para que los estudiantes puedan abordar el amplio campo de problemas relacionado con los nimeros
complejos (Oliveira, 2010).

A pesar de que los numeros complejos constituyen un campo fértil para la visualizacion de
transformaciones geomeétricas y el abordaje de la Geometria Analitica, como asi también, para analizar algunas
funciones como resultado de traslaciones, rotaciones, simetrias, etc., se siguen reportando las dificultades que
tienen los alumnos en este tema (Aznar, Distéfano, Massa, Figueroa y Moler, 2010; Aznar, Distéfano, Prieto y
Moler, 2010; Baccelli, Anchorena, Figueroa y Prieto 2011).

En este trabajo, el foco de estudio estd puesto en las dificultades que se le han presentado a un grupo de
58 estudiantes de las ocho carreras de ingenieria que se dictan en Universidad Nacional de Mar del Plata, frente a
una actividad propuesta en un examen parcial de Algebra (afio académico 2011), la cual requeria haber
construido previamente el significado de la forma polar de un nimero complejo. Para ello, se realizé un analisis
exploratorio-descriptivo de las practicas operativas y discursivas realizadas por estos estudiantes, utilizando las
herramientas del Enfoque Ontosemiético de la Instruccion y la Cognicion Matemaética (EOS) desarrollado por
Godino y colaboradores. Este enfoque de la Didactica de la Matematica aporta elementos tedricos y
metodoldgicos para explicar y valorar los sucesos que se producen en la ensefianza y el aprendizaje de la
Matematica.

Fundamentacion

Para el EOS, el marco tedrico de una investigacién es el que orienta sobre lo que hay que observar, como
se debe realizar esa observacion, y proporciona las herramientas para realizar la misma, aunque esto no
imposibilita utilizar métodos de tipo general, o desarrollados por otros enfoques tedricos diferentes. De todos
modos, por estar utilizando un determinado marco tedrico, se sabe que existe una determinada manera de
entender los hechos y procesos didacticos, y la explicacion que se brinda de los fendmenos observados.

Habitualmente asumimos que el significado de un objeto matematico esta dado por su definicion, donde
se describen con precision sus caracteristicas, atributos y las relaciones existentes entre los mismos. Asi, por
ejemplo, si se nos pregunta: ¢;qué es un nimero complejo?, diriamos que la expresion describe la suma de un
ntmero real y un nimero imaginario (que es un maltiplo real de la unidad imaginaria, que se indica con la letra
i). Incluso, podriamos agregar algunos atributos mas referidos a la forma de representarlos, usos y aplicaciones,
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etc. Para el EOS resultaria insuficiente decir que el significado de “ndmero complejo” estd dado por su
definicidn y de alli la necesidad de adoptar una teoria pragmatica del significado. En consecuencia, un objeto
matematico se lo concibe como emergente de determinados tipos de préacticas, llevadas a cabo en el seno de una
institucién, donde su significado esta intimamente ligado a los problemas y a la actividad realizada para su
resolucién, por lo cual no se puede reducir este significado a su mera definicion matematica.

Cabe aclarar que el EOS considera, como punto de partida, que la ensefianza y aprendizaje de la
Matematica se basa en la resoluciéon de problemas, siendo ésta una practica socialmente compartida que se
expresa mediante un lenguaje simbélico y que se estructura como un sistema conceptual I6gicamente organizado
(Godino, Batanero y Font, 2009). En este contexto, se entiende por “practica a toda actuacion o manifestacion
(lingiiistica 0 no) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion,
validarla la solucion y generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y Batanero, 1994, p.8).

A su vez, los sistemas de practicas se pueden separar en diferentes clases de practicas mas especificas, lo
gue permite hacer una distincién entre significado y sentido. Los sentidos, de acuerdo a Font y Ramos (2005),
pueden ser interpretados como significados parciales.

Al abordar la ensefianza y aprendizaje de un objeto matematico particular, los estudiantes daran cuenta, a
través de un conjunto de practicas efectivamente expresadas en las evaluaciones y actividades de clase (sean
éstas correctas o incorrectas) el significado que le confieren al mismo. Nos encontramos en este caso con el
significado personal declarado, y ese ha sido el que se ha analizado para este trabajo.

De los sistemas de practicas matematicas operativas y discursivas emergen nuevos objetos que provienen
de las mismas y que dan cuenta de su organizacion y estructura. Teniendo en cuenta la faceta institucional y
personal que poseen los significados, también podemos hablar de “objetos institucionales”, cuando los sistemas
de préacticas son compartidos en el seno de una institucién, mientras que si corresponden a una persona o sujeto,
seran calificados como “objetos personales”. ElI EOS considera la existencia de seis objetos mateméticos
primarios, cada uno de los cuales tiene asociado un proceso que lo caracteriza (Tabla 1).

Objetos matematicos e .
. . Identificacion Proceso asociado
primarios

Situaciones Tareas, ejercicios, problemas, aplicaciones intra-matematicas | Problematizacion

Problema y extra-matematicas.

Conceptos Como constructo mental, unidad cognitiva. Definicion
Puede ser “primitivo” o “definido”

Lenguajes Términos, expresiones, notaciones en distintos registros Comunicacion
(escrito, oral, simbolico, gestual)

Proposiciones Propiedades, teoremas , enunciados sobre conceptos Enunciacion

Procedimientos Algoritmos, técnicas de calculo Algoritmizacion

Argumentos Proposiciones para justificar, explicar o validar propiedades, | Argumentacién
procedimientos.

Tabla 1: objetos matematicos y sus procesos asociados.

A su vez, estos seis objetos primarios se organizan en entidades mas complejas para constituir sistemas
conceptuales y teorias. Se relacionan entre si, de acuerdo a Font y Godino (2006), formando configuraciones
(Figura 1), definidas como las redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las
relaciones que se establecen entre los mismos, y constituyen los elementos del significado de un objeto
matematico. Estas configuraciones pueden ser epistémicas si son redes de objetos institucionales, o cognitivas si
representan redes de objetos personales. Tanto los sistemas de practicas como las configuraciones se proponen
como herramientas tedricas para describir los conocimientos matematicos, en su doble versidn, personal e
institucional (Godino y Batanero, 1994).

En las configuraciones epistémicas o cognitivas, las situaciones-problemas son el origen o razén de ser de
la actividad, y las que vienen a motivar el conjunto de reglas que aparecen en ella. El lenguaje, por su parte, sirve
de instrumento para la accion. Los argumentos justifican los procedimientos y proposiciones que relacionan los
conceptos entre si, todo lo cual viene a regular el uso del lenguaje, que por su parte, sirve de instrumento para la
comunicacion.

Es de destacar que cada objeto matematico, dependiendo del nivel de analisis, puede estar compuesto por
entidades de los restantes tipos. Un argumento, por ejemplo, puede poner en juego conceptos, proposiciones,
procedimientos, y obviamente, esta soportado por el lenguaje.
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Figura 1: Componentes de una configuracion epistémica/cognitiva

El significado de los objetos se puede analizar desde dos dimensiones: una personal y otra institucional.
La dimension personal se refiere al sistema de practicas manifestado por cada sujeto en relacién a un
determinado campo de problemas, mientras que la dimension institucional alude al sistema de practicas
institucionales asociadas a dicho campo.

En este trabajo se analizan los significados personales declarados por los estudiantes (configuracion
cognitiva), que fueron contrastados con los significados institucionales obtenidos a través de resoluciones
expertas (configuracion epistémica).

Desarrollo

La actividad planteada a los estudiantes y utilizada para la investigacion que enmarca este trabajo se
presenta en el Cuadro 1. La misma fue administrada a todos los alumnos del primer curso de Algebra, como
parte de una evaluacién parcial. Dicha asignatura es comun a todas las carreras que se cursan en la Facultad de
Ingenieria de la Universidad Nacional de Mar del Plata.

En la figura se muestra la representacion vectorial de dos nimeros complejos z y w
tales que |z|<|w|. Determinar en forma polar y representar vectorialmente los

complejos t=z . wy u=w : z . Justificar los procedimientos.
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Cuadro 1. Enunciado de la actividad propuesta

Para realizar el analisis cualitativo de las resoluciones de los estudiantes se utilizaron dos resoluciones
expertas. Una fue realizada por un docente de la asignatura y la otra, por una docente investigadora en Educacion
Matematica. A partir de dichas resoluciones se confecciond la configuracion epistémica que se presenta en la Tabla

2.



OBJETOS
MATEMATICOS

ESPECIFICACIONES

Situacion —
problema

Enunciado de la actividad (cuadro 1).

Conceptos

Médulo de un ndmero complejo

Argumento de un nimero complejo

Argumento principal de un niamero complejo

Forma polar de un nimero complejo

Representacion vectorial de un nimero complejo
Parte real y parte imaginaria de un nimero complejo

Lenguaje

Gréfico: plano complejo, representacion vectorial de nimeros complejos.
Coloquial: médulo, argumento, argumento principal, forma polar, representacién vectorial,
parte real, parte imaginaria, afijo (relativas a los nimeros complejos).

Simbolico: Re(z), Im(2), |z|, arg(2), Arg(z),|z||arg(z) :p|2, +-., 0 <

Proposiciones

El médulo de un complejo z=a+bi es |z|=va® + b’

El médulo de un complejo es un nimero real no negativo

El médulo de un producto es igual al producto de los mddulos

Si el divisor es distinto de cero, el médulo de un cociente es igual al cociente entre los
médulos del dividendo y el divisor

Para complejos no nulos:

Un argumento del producto es igual a la suma de un argumento de cada factor

Un argumento de un cociente es igual a la diferencia entre un argumento del dividendo y un
argumento del divisor.

El seno de un argumento de z es el cociente entre la parte imaginaria de z y su modulo.

El coseno de un argumento de z es el cociente entre la parte real de z y su médulo

Procedimientos

Si en la representacién grafica-vectorial de un complejo estan explicitas su parte real y su
parte imaginaria:

Obtener el médulo de un complejo a partir de su representacién grafica vectorial. Obtener un
argumento de un complejo a partir de su representacién grafica vectorial

Obtener el argumento principal de un complejo a partir un argumento cualquiera. Escribir un
nimero complejo en forma polar, conociendo su médulo y su argumento

Efectuar la representacion grafica vectorial un nimero complejo, conociendo su médulo y su
argumento

Multiplicar y dividir dos complejos en forma polar

Argumentos

El médulo de un nimero complejo es un nimero real no negativo

El médulo de un producto entre dos nameros complejos es igual al producto entre sus
respectivos modulos

Si el divisor es distinto de cero, el médulo de un cociente entre dos nimeros complejos es
igual al cociente entre los médulos del dividendo y del divisor

Para entre dos nimeros complejos no nulos:

Un argumento del producto entre dos nimeros complejos es igual a la suma de un argumento
de cada factor

Un argumento de un cociente entre dos nimeros complejos es igual a la diferencia entre un
argumento del dividendo y un argumento del divisor.

El seno de un argumento de un nimero complejo z es el cociente entre la parte imaginaria de
z 'y su mddulo.

El coseno de un argumento de un nimero complejo z es el cociente entre la parte real de z y
su médulo

Tabla 2. Configuracion epistémica de la actividad

El protocolo para analizar el desempefio de los estudiantes fue disefiado, a partir de la configuracion
epistémica, tomando como base el modelo presentado por Baccelli, Anchorena, Prieto y Figueroa (2011). El
mismo se utiliz6 como una herramienta para registrar los procedimientos y argumentos empleados por los
estudiantes en sus respuestas, al contrastarlos con la configuracion epistémica (Tabla 3).
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Tabla 3- Sintesis del protocolo

La informacion que se obtiene del protocolo utilizado, cuya sintesis se presenta en la Tabla 3, se puede
analizar desde diferentes aspectos de acuerdo al tipo de objeto primario que se quiere observar y analizar. En este
trabajo se presentan los resultados obtenidos al observar los procedimientos y las argumentaciones en las
configuraciones cognitivas, basadas en la configuracion epistémica previamente elaborada.

Se ha profundizado el anélisis en los aspectos relacionados con los procedimientos vinculados con la
representacion geométrico-vectorial de los nimeros complejos y con la argumentacién, dado que son los que se
revelan como los mas dificultosos para los estudiantes.

Resultados

El resultado arrojado por el analisis efectuado sobre las producciones escritas de los estudiantes se ha
volcado en la Tabla 4, que da cuenta de las frecuencias relativas asignadas a las configuraciones cognitivas de
los mismos. A su vez, se considera que un estudiante que ha realizado correctamente la actividad propuesta ha
construido adecuadamente el significado de la forma polar de los nimeros complejos, mientras que el que no
efectla ningln procedimiento, o bien no logra escribir los nimeros complejos z y w en formas polar, no lo ha
hecho. Ademas, se asume que el resto de los estudiantes han construido parcialmente dicho significado.

No efectlian procedimientos
19/58
Hallan s6lo el médulo No loaran
3/39 Escriben los escribigr los Todos sus
nameros , procedimientos
. ndmeros
complejos en . 5/28
P | complejos en
) orma polar
Hallan médulo y argumento 28/39 forma polar
28/39 11/39
Efectan
Total procedi- Hallan el
mientos madulo del Correctamente | Argumen-
58 producto Representan 8/16 tan
39/58 30/39 vectorialmente 28/39
Hallan el Multipli- el producto Algunos
argumento cany 16/26 Incorrectament procedimientos
del producto | dividen en 8/C106 ectamente 23/28
28/39 forma
Hallan el polar
madulo del 26/39
cociente Correctamente
Representan 9/15
30/39 -
Rallan el vectorialmente
argumento del el cociente
gume 15/26 Incorrectamente
cociente 6/15
27/39

Tabla 4. Configuraciones cognitivas y frecuencias relativas

En la Tabla 4 se puede observar que 19 de los 58 estudiantes no realizaron ningdn procedimiento. El
andlisis de las configuraciones cognitivas, realizadas sobre los 39 restantes, muestra que hay 11 estudiantes que
no logran escribir los nimeros complejos z y w en forma polar. Esto revela que aproximadamente la mitad de los
estudiantes demuestra no tener construido adecuadamente el significado de la forma polar de los ndmeros
complejos.



Los 28 alumnos restantes pudieron hallar correctamente las coordenadas polares de z y w y escribir los
nameros complejos en forma polar. Y 26 de los 28, efectuaron correctamente la multiplicacién y la divisién en
forma polar.

Se observa, ademas, que de estos 26 estudiantes, 15 representan vectorialmente el producto y el cociente,
pero s6lo 8 de ellos lo hacen correctamente. Al respecto es de destacar que, de los 28 estudiantes que pudieron
interpretar el grafico para obtener las coordenadas polares de los vectores z y w, sélo 8 pudieron representar
vectorialmente los vectores t y u conociendo sus coordenadas polares. Los siete restantes cometen el mismo

. . , . lix
error, el cual consiste en representar vectorialmente el nimero complejo t = i por el vector de componentes

11 , . .
[E, E) , Y el nimero complejo u =2 ‘% por el vector de componentes (2, 2), como se muestra en la Figura 2.

Figura 2: Representacién vectorial de los nimeros complejos u y t realizada por un estudiante

Se puede apreciar que el error que cometen al graficar los vectores representativos de t y u se localiza en
el mddulo, ya que el argumento es correcto en ambos casos. Esto llama la atencién, puesto que en
investigaciones previas realizadas por Aznar, Distéfano, Prieto y Moler (2010), bajo la Teoria de Registros
Semioticos de Duval donde se analizan errores en la conversion de representaciones de nimeros complejos del
registro grafico al algebraico, se pone de manifiesto que los estudiantes tienen mayores dificultades para
identificar el argumento de un nimero complejo, que su médulo, cuando éste se ha representado en coordenadas
polares.

Podria hipotetizarse que estos estudiantes no dominan las reglas de formacion de expresiones en el
registro grafico, al utilizar, en la graduacion del médulo, una escala distinta a la usada para los ejes real e
imaginario.

En cuanto a la argumentacion, se destaca que, mientras la actividad planteada a los estudiantes pide
justificar los procedimientos, s6lo 5 estudiantes explican “todos” sus procedimientos. La categoria constituida
por los 23 que justifican “algunos” procedimientos estd integrada por estudiantes que realizan alguna
justificacién, en general implicita, como puede ser mostrar en sus procedimientos que el mddulo del producto es
el producto de los modulos y un argumento del producto es la suma de los argumentos de los factores, como
puede observarse en la Fig. 2.

Conclusiones

Los resultados del andlisis revelan que mas 50% de los estudiantes no dan muestras de tener construido
adecuadamente el significado de la forma polar de los nimeros complejos, en tanto las configuraciones
cognitivas que han puesto de manifiesto no se condicen con la configuracion epistémica. Aquéllos que
demuestran tenerlo construido, en tanto han utilizado los conceptos necesarios, conocen las proposiciones a usar,
realizan correctamente los procedimientos y argumentan debidamente, representan un porcentaje muy bajo del
total (aproximadamente un 9%). El 40% restante, s6lo da muestras de haber construido parcialmente el
significado de la forma polar de un nimero complejo.

Las dificultades, en términos de errores y omisiones que se presentan con mayor frecuencia en las
producciones escritas de los estudiantes, estan relacionadas con la representacion geométrica vectorial de los
nimeros complejos y con las habilidades de argumentacion. Se desprende que con el sistema de préacticas
implementado en la asignatura, aparentemente son pocos los estudiantes que logran construir el significado de la
forma polar de los nimeros complejos, lo que insta a revisar los procesos de ensefianza y aprendizaje
implementados.
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Fig.2: resolucion analitica de un estudiante

Se plantea, como objetivo de futuras investigaciones, el analisis de las practicas implementadas en la
asignatura, relacionadas con la representacion geométrica-vectorial de los nimeros complejos, teniendo en
cuenta que la habilidad de caracterizar representaciones graficas mediante expresiones algebraicas es una
competencia necesaria para la resolucion de problemas y para la conceptualizacion de los objetos matematicos
implicados.

Asimismo, resulta recomendable, entonces, trabajar las conversiones entre los registros grafico y
algebraico en ambos sentidos, abordandolos sisteméaticamente tanto en el aula como en el material a utilizar por
los estudiantes, tal como expresan Aznar, Distéfano, Massa, Figueroa, y Moler (2010). Ademas, seria oportuno
profundizar el trabajo relativo a las habilidades de argumentacion de los estudiantes, pues esto supone la
posibilidad de reconocer y resolver conflictos semiéticos potenciales, con el objetivo de posibilitar que un mayor
ntmero de alumnos logren mejorar la construccion del significado de la forma polar de un nimero complejo.
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