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Resumen

El Algebra Lineal es una de las primeras materias con que se encuentra el estudiante para proveerse de
herramientas para modelar y resolver problemas de ingenieria.

Mediante este trabajo se presenta un desarrollo que trata de integrar un conjunto de conceptos basicos de
los espacios vectoriales con la aplicacion de los mismos en el problema concreto de la identificacidn de caras. Se
espera que los alumnos al comprender el uso de dichos conceptos en este caso planteado, se aparten de la
repeticién rutinaria para transitar en una actividad que consiste en contribuir matematicamente a la solucién de
problemas sociales.

Introduccién

En el area de la policia cientifica, y con el auge de las comunicaciones y los avances constantes en
informética, actualmente es muy comun el uso de elementos de seguridad en locales publicos y también en la via
publica, asimismo las empresas e instituciones privadas optan por sistemas de seguridad cada vez mas
sofisticados. Se han desarrollado técnicas para identificar personas que se utilizan en diferentes &mbitos como
puede ser el control de acceso a ciertos equipamientos o areas restringidas, y al mismo tiempo, para tratar de
prevenir delitos.

Una de esas técnicas es la identificacion de personas a partir de las imagenes y la deteccién de las
particularidades de una cara obtenidas a partir de una foto. En este momento, hasta los recién nacidos cuentan
con un DNI que contiene huella y foto digitalizada para mayor seguridad del documento.

La cara es nuestro primer foco de atencion en la interaccion social, ella transmite identidad. Se pueden
identificar personas por caracteristicas fisicas unicas de su rostro. Uno de los métodos de reconocimiento de
caras utiliza autovalores y autovectores, lo cual posibilita una alternativa para mostrar la aplicacién de estos
conceptos.

Para no crear aversién a la matematica al desarrollar temas que pueden resultar abstractos, se pueden
orientar  ciertas estrategias creativas de ensefianza para preparar a los futuros profesionales usando
principalmente lo que les resulte familiar relacionandolo con los conceptos dados.

Fundamentacién

En el disefio de una secuencia didactica con una postura epistemologica definida, basada en considerar los
objetos matematicos como herramientas para resolver problemas concretos, es necesario contar con una bateria
de problemas para introducir y motivar el estudio y otro bagaje de problemas donde se muestre la aplicabilidad
de los conceptos aprendidos.

Temas tan abstractos como los autovalores y autovectores, presentan dificultad para mostrar su potencial
de aplicacién con los conocimientos rudimentarios de ingenieria que se cuenta en el primer afio de las carreras,
pero en la practica profesional y en la modelizacion de situaciones reales aparecen cada vez con mayor
frecuencia.

Los alumnos de primer afio de ingenieria no necesitan -ni pueden- abordar con profundidad contenidos que
desarrollaran en materias superiores de la carrera, pero éstos sirven para motivar el estudio de temas basicos que
les resultan abstractos.

Un sistema completo de reconocimiento de caras involucra muchas etapas con diversos grados de
complejidad, sin embargo se puede hacer una aproximacion al tema utilizando uno de los primeros métodos que
utiliza autovalores y autovectores como parte fundamental de la identificacion.

Desarrollo

En el 4rea del procesamiento digital de imagenes los autovalores y autovectores encuentran su aplicacion,
simplificando los calculos, en un algoritmo de reconocimiento de caras. El problema principal puede describirse
de la siguiente forma: Dado un conjunto conocido de fotografias de caras (como podria ser una base de datos),
¢es posible reconocer para una nueva fotografia, cudl es la cara del conjunto que corresponde a la misma
persona?

Una solucién ofrecida por el Algebra Lineal mediante el uso de autovectores se puede resumir de la
siguiente manera:

Sea Cyy la imagen de una cara descripta mediante una matriz de NxN y sea G un vector de N?x1 cuyas
componentes corresponden a los elementos de la matriz C. De esta manera, toda la informacion de la imagen
(matriz C) esta contenida en un Unico vector G.
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Matriz C de NxN Vector G de Nx1
Imagen de una cara A W

La idea es representar la cara C (C, = C — cara promedio) en un espacio de menor dimensién K << N°. De
esta forma se puede expresar C, como la combinacion lineal de los vectores de la base:

K

Cp=0C— Cp = Z Wiy,
k=1

Aqui wy son escalares que ponderan a los vectores ¥k de N°x1, cada uno de los cuales corresponden a una
matriz de NxN llamada autocaras.

Calculo de autocaras

i) Sean Iy, I, ..., Iy el conjunto de imagenes de caras conocidas. Estas imagenes deben estar centradas y
deben ser del mismo tamafio.
i) Se representa cada cara Iy segun el vector correspondiente Gy.
iii) Se calcula el vector de cara promedio:
1
G“..? = — Z L':r"-
) M
r=1
iv) Se calcula el vector #x que indica la distancia de cada vector G« al vector promedio Gz | Esto se hace
simplemente restando el promedio:
Hr"- = I_'J;r"- - I_'J;v_:
V) Siendo “ la matriz de N>x M cuyas columnas son los vectores H, / M. Se calcula la matriz de

covarianza Cv

1 - T 2T
l':r.? = — -"Jrr"_- u:‘. = AA"
M

=1
(El superindice T indica la matriz o vector transpuestos)

vi) Luego deberian calcularse los autovectores (autocaras) u; de AA'. Sin embargo, la matriz AAT es
demasiado grande y no es practico ni siempre posible realizar este célculo. Por ejemplo, en MatLab es
muy probable que se obtenga un mensaje de falta de memoria como el siguiente:

Out of memory. Type HELP MEMORY for your options.

Ahora bien, si se considera la matriz ATA, sus autovectores v;y sus autovalores 4: se puede plantear:

.—I.IJ_..-IH-‘:' = U;1;
Si se premultiplica por la matriz A y reemplazando luego Cy, = AAT

.—I.l.-'.lJ .—I.l't-‘:' = _i»!;.-'.lt-‘:'

I:r;.-.lt-‘:' = _Mi.-.l't-‘:'



Entonces:

Cruy = donde U; = AV

Esto es, “: son los autovalores de Cy y ¥: son sus autovectores. De modo que AAT y ATA tienen los
mismos autovalores y sus autovectores estan relacionados por #; = Av¥; . Se observa que, mientras AAT
tiene N autovectores, 4 4 tiene M autovectores. Ademas, los M autovalores de 4* 4 corresponden a
los M autovalores de mayor valor de AAT (con sus correspondientes autovectores).

De esta forma se deduce que basta con calcular los M mayores autovectores de << debido a que
poseen la mayor informacidn respecto del conjunto. Ademas se deberan normalizar los autovectores de

modo que il =1

vii) Se selecciona un subconjunto de K autovectores (que correspondan a los mayores autovalores).
Luego cada cara puede representarse como una combinacion lineal de &

K
I::.: = Z Wty

k=1
Reconocimiento de caras utilizando autocaras

i) Dada una cara desconocida representada por un vector L se resta el promedio de las M caras del
conjunto. Llamando G, a los vectores que representan a las caras del conjunto (para n = 1,2,....M),
entonces:

L=L-0G,
M
1
Go=—= » G,

i M

Ademés se pueden expresar las caras del conjunto como Hx :

H, =6, —06, . conn=212,...M
i) Se proyecta L sobre el espacio de caras:
K
E = Wty
k=1 .
donde Wi = Mg+ L
iii) Se calculan las distancias de la cara proyectada a cada cara del conjunto:
d. =|L-H.| . n=12.,M
iv) Se elige la cara (o las caras) similar (Ilaméndola Hy) a partir de una cota a determinar (dy) tal que la

distancia sea inferior a ella:
|- 5| <d-

Demostracién

%9%0%%%%%% %% %% % % % %% %% %% % %% %% % % % %% %% %% % % %% %% % % %% %% %% % % % %%
%9%%%%%

%%%%%% UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL - FACULTAD REGIONAL PARANA
%%%%%%

%%%%%% Grupo de Investigacion para la Ensefianza de Matematica en Carreras de Ingenieria (GIEMCI)
%%%%%%

%9%0%%%% %% %% %% % % % %% %% %% % %% %% % % % %% %% %% % % %% %% % % %% %% %% % %% %%
clc; clear; close all;

= zeros (A*B,1);
Pasos 1 y 2: Lectura de caras
for k=1:M
Ik=double (imread ([num2str(k, '$.3d") '.jpg']l));
Gk(:,k)=Ik(:);

% Paso 1

M = 15; % Cantidad de caras
A = 155; % Pixeles en X

B = 128; % Pixeles en Y

P



P = P+Gk(:,k);

end
P = P/M; % Promedio de caras
% Paso 4: Diferencia con el promedio
for k=1:M
Gk (:,k)=Gk(:,k)-P;
end

Q

% Paso 6: Calculo de autovectores
ATA = Gk'*Gk;
V,D] = eig(ATA);
Se eligen 4 autovectores cuyos y sus correspondientes
autovalores de mayor valor
Vvl = V(:,M); V2 = V(:,M=-1); V3 = V(:,M=-2); V4 = V(:,M=-3);
% Paso 7: Autocaras

00—

o°

N = 4;

ul= Gk*V1; u2= Gk*V2; u3= Gk*V3; ud= Gk*V4;

ul = ul./norm(ul); u2 = u2./norm(u2); u3 = u3./norm(u3); ud4 = ud./norm(ud);
% Seleccionamos la cara de prueba

Cara = 'rl.jpg';

Tp=double (imread (Cara)) ;
Tp=Tp(:); Tp=Tp-P;
% Proyeccidn
wl=ul'*Tp; w2=u2'*Tp; w3=u3'*Tp; wi4=ud'*Tp;
Tp = wl*ul+w2*u2+w3*u3+wd*ud; % Autocara proyectada
% Distancia a las otras caras
for k=1:M
Tk=double (imread ([num2str (k, '$.3d") '.Jpg'l));
Tk=Tk(:);
Tk=Tk-P;
d(k) = norm(Tk-Tp):;
end

% Cara mas parecida
[dm dpl=min (d) ;

Cara2 = [num2str(dp, '%.3d") '.jpg'l;
Cl = imread(Cara);
C2 = imread(Cara?2);

%$%% Graficas

H1 = figure;

imshow (Cl); title('Cara de prueba ingresada');
H2 = figure;

imshow (C2); title('Cara similar detectada');

% Autocaras

u = [ul u2 u3 u4]; U = zeros(A,B,N);
for k2=1:N

ut = (u(:,k2)-min(u(:,k2)))*255/max (u(:,k2)-min(u(:,k2))):;

for k=1:B

U(:,k,k2) = ut ((A*(k=-1)+1): (A*k));

end
end
Uk = (Wwl*U(:,:,1)+w2*U(:,:,2)+w3*U(:,:,3)+wd*U(:,:,4))/norm([wl w2 w3 wé]);

Cara_ proyectada = uint8 (Uk);

U = uint8(U);

H3 = figure;

imshow ([U(:,:,1) U(:,:,2) U(:,:,3) U(:,:,4)1);
title ('Autocaras');

% Conjunto de caras de muestra
H4 = figure;

b = 3;

for k=1:M;
Ak = imread([num2str(k,'$.3d"'") '.jpg'l);
rx = l+mod(k-1,b);
ry = (k-rx)/b;

Ck((A* (rx-1)+1) : (A*rx), (B*ry+l) : (B*(ry+l))) = Ak;



Ck=uint8 (Ck) ;
end
imshow (Ck) ;
title ('Conjunto de caras de muestra');
set (H1, 'Color',[1 1 11); set(H2,'Color',[1 1 11);
set (H3, "Color',[1 1 1]); set(H4,'Color',[1 1 11);

Conjunto de caras de muestra
Seleccionamos un conjunto de 15 fotografias y las editamos para que estén centradas, en escala de grises, de
fondo claro en lo posible y del mismo tamafio.
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Conjunto de caras de muestra

Autocaras

Seleccionamos en forma arbitraria la dimensién K = 4 para el espacio de autocaras:
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Ejemplos de pares de cara reconocidos

Por simplicidad, para reconocer una cara, elegimos aquella cuya distancia a la cada proyectada sea minima:
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En algunos casos la cara detectada no coincidié correctamente con la persona ingresada. Esto se debe a la
seleccion de s6lo 4 autocaras de un total de 15 caras de muestra y a la simplicidad del algoritmo. Hay que
destacar ademas, que en el caso de que se hubiera elegido una cota para la distancia, se podrian obtener
resultados diferentes, como que no haya ninguna coincidencia o haya méas de una cara similar detectada.



Conclusiones

En una situacion de ensefianza, a pesar de la complejidad de los procesos cognitivos, combinar los
conocimientos especificos de las asignaturas con la comprension de las estructuras mentales puestas en juego en
los procesos de ensefianza y de aprendizaje resulta una mezcla de arte y ciencia.

Muchos alumnos que dejan la carrera de ingenieria aducen que “se saturan” de temas que no saben “;para qué
sirven?”. Quien dicte Matematica en carreras de ingenieria debe asumir un compromiso con el aprendizaje de los
alumnos para reducir los porcentajes de desercion debido a la desmotivacion por estudiar los fundamentos
basicos que son el soporte de la ingenieria que se desarrolla en los ciclos superiores.

Sin caer en un concepto utilitarista de la Matematica, donde los contenidos son Utiles y permiten la
adquisicién de experiencias pero carecen de la profundizacién propia de la construccion del conocimiento, el
desarrollo planteado permite dar significado a la combinacion lineal (en este caso de caras basicas), la
independencia lineal y los autovectores entre otros, sirviendo como herramienta para la construccion de estos
conocimientos en forma més relevante.

Poner a prueba la curiosidad de los alumnos en temas en auge, permite plantear situaciones que pueden
originar problemas adecuados para el desarrollo de los temas de una asignatura. En particular la propuesta
planteada necesita algunos aportes extras (de cuestiones que se desarrollan en asignaturas posteriores) los que
dificultan su tratamiento estricto como resolucién de problemas, pero resulta una buena aproximacién para ver
una aplicacién de un concepto bastante abstracto.

Constituye una primera mirada sobre el tema en una etapa muy temprana de la carrera. Se trata de una
cuestién que entusiasma puesto que lo ven en tramas de peliculas y videos. Dado que se puede presentar como
una aplicacion del tema autovalores y autovectores en la materia Algebra Lineal de Ingenieria Electronica
pueden seguir indagando en afios posteriores sobre el mismo para ver si lo pueden desarrollar y concretar.

Pasa a ser un disparador de nuevas preguntas y conjeturas, como también motivador para seguir analizando
el mismo. Crea la demanda por parte del alumno de nuevos conocimientos que le permitan avanzar sobre
dificultades que pueden surgir en el analisis, como pueden ser: considerar la iluminacion, el angulo en el que se
encuentra el rostro a reconocer, variaciones por el uso de cabello largo u objetos que cubran el rostro, uso de
gorros o anteojos de sol. Ademas pueden preguntarse como se trabajaria en 3D en lugar del tratamiento 2D
visto.

También es interesante que aparezcan cuestionamientos éticos con respecto a la privacidad de las personas,
considerar en qué ambitos se pueden utilizar, para que éstos u otros no se conviertan en mecanismos que
Ileguen a ser un sistema que tienda a controlar a toda la sociedad.
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