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Resumen

Se relata la experiencia de disefio, implementacion, evaluacion y analisis de un trabajo grupal, destinado a
alumnos de un curso de Algebra Lineal Numérica de Ingenieria en Computacion. Se propone resolver un
problema real donde se debe realizar un ajuste para encontrar una curva que represente a un conjunto de datos
obtenidos con Google Earth. El ajuste se realiza proponiendo polinomios de diferente grado y el sistema de
Ecuaciones Lineales obtenido se resuelve mediante Métodos directos e iterativos. Se solicita propongan la curva
gue mejor ajuste. La matriz del sistema es mal condicionada por lo que parece contrariarse el resultado tedrico de
que el error en el ajuste realizado serd menor si aumenta el grado del polinomio.

Introduccién

En el marco de la Reforma del Plan de Estudios 2002 de la Facultad de Ingenieria, que supuso un proceso
de andlisis y debate acerca del significado del cambio curricular y la revisién de la ensefianza de las materias
basicas. La experiencia se inici6é con la premisa basica de construir y no de imponer conocimiento; esto llevé a
replantearse el curriculo de las materias de Matematica, tanto en el aspecto de la seleccién y organizacion de
contenidos asi como en la manera de concebir a la actividad en el aula, en el convencimiento de que el
protagonista no debe ser el profesor expositor, sino que debia conformarse un espacio en el cual todos trabajen.
En particular, sustituyé el estudio fragmentado (en materias separadas Algebra, Geometria, Analisis) de la
Matematica por un trayecto Unico, integrado por Curso de Nivelacion, Matematica A (Teoria de Célculo
Diferencial en una y varias variables), Matematica B (Teoria de Célculo Integral en una y varias variables ) y
Matematica C (Algebra Lineal y Calculo Numérico). Tanto la Teoria de Calculo Diferencial como Calculo
Integral se desarrollan bajo el supuesto de una Aritmética Exacta en tanto que en Matematica C el alumno tiene
la primer vivencia de las consecuencias de trabajar con Aritmética de punto flotante y la necesidad de tener
control de los errores cometidos. Afianzar en el estudiante los conceptos fundamentales de los conocimientos
recibidos en la teoria mediante su aplicacion practica y la aplicacién de programas informaticos como
herramienta fundamental para la solucidn a estos problemas es uno de los objetivos de Matematica C.
Fundamentacién
La curricula de Matematica C transita, entre otros, los temas de Espacios Vectoriales, Sistemas de Ecuaciones
Lineales y Métodos Numéricos de Resolucion. Siendo que la materia se desarrolla en el primer semestre de
segundo afio es muy dificil, en general, instalar en el alumno las ventajas de trabajar en Espacios Vectoriales y
las bondades de conocer la dimension y una base del Espacio, aprovechando las propiedades de la misma. Al
trabajar con los distintos tipos de soluciones de un Sistema de Ecuaciones Lineales se tiene la primera
revalorizacion del tema; sin embargo sigue siendo dificil instalar que hay Espacios Vectoriales cuyos elementos
no son vectores. El tema de Ajuste de Curvas permite por un lado presentar un ejemplo en la que la Resolucion
de un Sistema de Ecuaciones Lineales nace de una aplicacion concreta asi como establecer claramente que el
espacio en el que se esta trabajando, y por ende la base, puede estar conformada por otros elementos tales como
funciones. Los alumnos de Ingenieria en Computacion tienen jerarquizada la ayuda que brinda el tener un
programa implementando un algoritmo que resuelva un problema y se avocan a su construccion sin sentir una
sobrecarga en su tarea. Sin embargo no siempre tienen en claro las consecuencias de trabajar con precision finita
lo que conlleva a que una salida que no se corresponda con el resultado esperado la atribuyan a un error de
programacion. La resolucién de Sistemas de Ecuaciones Lineales mal condicionados es un claro ejemplo de lo
expresado y es por ello que se propone disefiar una actividad que, en el marco de la bisqueda de solucién a un
problema concreto, les permita vivenciar y relacionar los conceptos de nimero de condicién de una matriz y
error en la solucién obtenida. Por otro lado se les solicita evaluar los errores en la solucion hallada usando
distintas normas, interpretar el significado del valor obtenido, con el objetivo de revalorizar el concepto de
normas de vectores y matrices, que suele resultarles demasiado abstracto
Desarrollo

Se propuso la formacién de grupos de trabajo de hasta 3 integrantes los que debian modelizar una
situacion contextual generada por la céatedra, resolver el problema modelizado, respondiendo a las consignas
establecidas y entregar el soft desarrollado usando MATLAB.
Se entrego a los alumnos una guia sintetizada de Ajuste por minimos cuadrados. El ejercicio propuesto fue el
mismo para todas las Comisiones pero con una parametrizacion de los datos que llevo a que todas las comisiones
trabajaran con una grilla de datos distinta. EI problema resuelto debia entregarse en forma escrita o digital y
luego debia realizarse una defensa oral del mismo. La aprobacién del trabajo eximia al alumno de resolver en el
parcial la actividad propuesta para Métodos de Resolucion de Sistemas Lineales.
El material y ejercicio entregado fue el siguiente:
Ajuste por Minimos Cuadrados:
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Minimos cuadrados es una técnica de Analisis Numérico encuadrada dentro de la Optimizacién Matematica, en
la que, dado un conjunto de observaciones en la que cada dato consiste de un nimero de variables (pares o
ternas, etc) relacionadas entre si, se intenta encontrar la funcidon que mejor “explique” esa relacion. Una
posibilidad es hallar la funcién que "mejor ajuste™ de acuerdo con el criterio de minimo error cuadratico. En su
forma mas simple, intenta minimizar la suma de cuadrados de las diferencias ordenadas (llamadas residuos)
entre los valores generados por la funcion y los correspondientes en los datos.

Supéngase el conjunto de observaciones (X, , Y, ), siendo k=1,2,...,n. Queremos encontrar una funcion f (x)
tal que f(X,) =y, para k=1,2,...n, tratando de minimizar los errores. Para ello si f;(X) ,con j=1,2,...mes
una base de funciones, proponemos hallar f (X) mediante una combinacion lineal de las funciones basicas. Esto
m
es: f(X)= ZCJ. f,(X) determinando los valores de ¢; tal que f(X,) =y, para k=1,2,....n.
j=1
Supongamos que para realizar el ajuste usamos f(X) wuna funcién polinémica clbica, es decir
f (X) = ;3.x* +C,.X* +C..X+C, donde no conocemos atin los valores de C;. A las funciones f;(X) que
multiplican a los coeficientes C; buscados, esto es  f,(X) = X3, f,(x)=x%, f,(X) =X, f,(X) =1 en el

ejemplo citado, se les conoce con el nombre de funciones bésicas de la aproximacion cubica, ya que ellas forman
una base del espacio de las funciones polindmicas de grado 3.
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Notar que no seré posible hallar un polinomio de grado 3 de manera tal que su gréafica pase por todos los puntos
El criterio de mejor aproximacion puede variar, pero en general se basa en aquél que dé un menor error en la

aproximacion. El error en un punto (X,,Y,), se podria definir como: €, = f(X,)—Y, . En un esquema
general buscamos los valores de C; que minimicen, en algdn sentido, el error cometido al proponer a f ()

como la funcién que “mejor ajusta” a los datos._En este caso se trata de medir y minimizar el error en el conjunto
de la aproximacion. Existen diversas formas de definir el error, sobre todo cuando éste se aplica a un conjunto de
puntos (y no sélo a uno), a una funcién, etc. Dicho error podra ser:

Error Maximo: E_ () = max(| e, |) Error Total E; (f)= Z| e |
k=L

n
Error Medio: E_ (f) = Zef /n Error Cuadratico Medio: E_, (f) =
k=1

Notar que ello equivale a almacenar los errores en un vector € =<#¢,¢€,,.....,€, > y calcular la norma

infinito, o la norma 1 o la norma 2 del vector para de alli inferir el error cometido
La aproximacion por minimos cuadrados se basa en la minimizacion del error cuadritico medio, o,
equivalentemente, en la minimizacion del radicando de dicho error.

m
Para alcanzar este objetivo, si suponemos que la funcion f(X):Zijj(X) y si
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S =ZEE :Z(f(xk)_ v.)’ = Z(ZCJ- fi(x)— Y, )?, deseamos halar los valores de C; que
k=1 k1 kL ja

minimicen S.

Esto explica el nombre de minimos cuadrados. La aproximacion de minimos cuadrados es la mejor
aproximacion al conjunto de puntos (X, , Y, ), segun el criterio del error cuadratico medio. Es posible generar

otro tipo de aproximaciones si se toman los errores maximos o total, pero la dificultad que entrafia operar con
ellos debido al valor absoluto de su expresion hace mas viable esta propuesta..

Notar que inicialmente la propuesta deberia pretender que la gréafica de la funcion f (X) propuesta pase por
todos los puntos provenientes de las observaciones, es decir que todos los €, = f(X,)—Y,, k=1,..m, sean
cero pero hemos visto que ello no siempre sera posible.

Por ejemplo, si proponemos un polinomio de grado 2, f(X)=cC,.X*+C.X+C,, es decir
f,(x) =%, f,(x) = X, fo(X) =1 que ajuste a las observaciones: (1,1), (2,2), (3,1) y (5,1), pediriamos
1=c,.1*+c.1+c,; 2=cC,.2° +C..2+Cy; .; 1=C,.57 +¢,.5+C,, lo que escrito en forma matricial
equivale a resolver A.c =Y donde

1 1t 12 . 1

1 2t 22 0 2

A=l g | ©F|19] ey
C

1 5 52 2 1

Tal como se observa este sistema de Ecuaciones Lineales es inconsistente y por tanto reformulamos el problema
tratando de hallar los valores de ¢ que minimizan el valor de S. Cabe aclarar que de proponer un polinomio de

grado 3 se esta incluyendo a los de grado 2 ya que se permite que c;=0
Con el fin de poder escribir en forma matricial el problema, se definen las siguientes Matrices:

A=[a,]=[f;(x)] (Filas k=/,..,m ; Columnas j=1,...,n ; Matriz compuesta con los valores obtenidos al
evaluar las funciones propuestas en cada una de las abscisas de los puntos a ajustar)

€ =<¢(,,C,,...C,, >; Vector de los coeficientes que se necesitan averiguar para obtener la curva que ajuste la
nube de puntos)

Y =<Y,,Y,,...Y,, > Vector de las Ordenadas de la nube de puntos

Quisiéramos hallar ¢ tal que A.C =Y pero considerando que el sistema puede ser inconsistente reformulamos el
problema pidiendo hallar la solucidén que esté mas cerca de cumplir todas las ecuaciones, esto es:

Lo que se quiere minimizar es ||AC —Y||2 , que es una funcion de c. Sabemos que minimizar esa funcién es lo

mismo que minimizar el cuadrado de la misma.
De aqui en més usaremos notacidn matricial ( Verificar que es valida la notacion usada). Definimos la funcién a

minimizar  g(Cc) = (||AC—Y||2)2 =(Ac-Y)".(Ac-Y)=c'.(A"A)c—-2c". A Y +Y'Y  cuyo

Gradiente es: Vg(C) = 2.(A".A).c—2"A'Y . Recordando que la funcién g(C)es convexa, el error se
minimiza cuando el gradiente es cero, por lo tanto el problema de ajuste se reduce a resolver el sistema de
ecuaciones:.(A".A).c = A'Y, donde C=<c,,C,,..C, > son los coeficientes incognitas de la funcion
propuesta.

Notar que (A'.A) es una matriz de n x n, y que si las funciones f; (X) elegidas son linealmente independientes

entonces (At.A) es no singular y habra un Unico vector € solucion del problema propuesto. Este resultado se
corresponde con el hecho de que las coordenadas en una base son Gnicas.
Ejercicio:

Se realiza un relevamiento del campo electromagnético producido por una Radio Base de Telefonia Celular
ubicada en la Municipalidad de La Plata (12 y 51). Como ingenieros contratan a un grupo de alumnos y les
solicitan que realicen la medida de campo a través de la diagonal 74 desde la rotonda de 122 (Subida a la
Autopista Bs As - La Plata) cruzando toda la ciudad (pasando por la Radio Base) hasta Diagonal 74y 72.

Reciben la informacién en la siguiente tabla:

Nota: Para armar los numero de la tabla elegir el Nro de Alumno de uno de los integrantes del grupo.



Los ultimos tres nimeros de alumno (ab/c) son los parametros que se utilizan como ultimo digito de los valores de potencia recibida. Por
ejemplo, si el nro de Alumno es 57223/7, a=2, b=3y c=7 y el valor de potencia en Diag 74 y 32 es de 0,12 dBm.-

Potencia recibida | Distancia con la
Direccion (dBm) Radiobase
Diag 74y 32 0.la
Diag 74y 33 0.0la
Diag 74y 35 0.05b
Diag 74 y 36 0.0la
Diag 74y 38 0.05¢c
Diag 74y 41 la
Diag 74y 42 1.8a
Diag 74y 43 1.5b
Diag 74 y 44 (Pza Italia) 2.1c
Diag 74 y 46 1.8c
Diag 74y 48 2.6a
Diag 74y 49 2.c
Diag 74 y 50 (RadioBase) 2.
Diag 74 y 54 2.6a
Diag 74 y 55 2.5b
Diag 74 y 56 1.9b
Diag 74 y 58 2.a
Diag 74 y 60 1.8¢c
Diag 74y 61 2.a
Diag 74y 62 la
Diag 74y 63 0.1a
Diag 74 y 64 0.4b
Diag 74 y 65 0.1b
Diag 74 y 66 0.2c
Diag 74y 67 0.05¢c
Diag 74 y 69 0.01a
Diag 74y 70 0.4a
Diag 74y 71 0.003b
Diag 74y 72 0.01b
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Realizar:

a- Convertir la informacion a pares ordenados para poder representarlos en una nube de puntos (convertir

las direcciones a distancias a la Radio Base, positivas o negativas, utilizando el Google Earth, Google
Maps o realizando una suposicién de que todas las cuadras de la ciudad son de 100m vy realizar un

trazado de diagonales).
b- Un diagrama de dispersion
Utilice solo los primeros 3 pares de datos desde la radio base (incluyéndola) hacia el Norte (Si la suma
de los Nro de alumno de los integrantes del grupo es Par) o el Sur (Si la suma de los Nro de alumno de
los integrantes del grupo es Impar). Calcule en forma manual la Parabola de mejor ajuste las primeras 3
mediciones resolviendo el sistema de ecuaciones (de ser posible) por Cholesky, LU y Gauss Jordan (5

iteraciones).
d- Obtenga el numero de condicion de la matriz A b A y explique su significado en el contexto del

problema
e- Grafique la curva de mejor ajuste obtenida en el diagrama de dispersion (solo las tres mediciones)
f-  Calcule la Norma 1, Norma 2 y Norma Infinito del Vector Error (J|A*c-Y|;) y hallar el promedio

dividiendo el resultado por la cantidad de puntos (3 en este caso).
Usando Matlab encuentre los polinomios de grado 2, 3, 8 y 12 que mejor ajuste la nube de puntos

(]
1

g-
completando la siguiente tabla (resolviendo tanto por un método directo como un método indirecto)
Error Solucién
Propuesta Metodo [Norma2 [Norma1l [Norma Inf |Promedio| NroCondfa |b |c [d [e [f g |h [i [ [k |l |m
Directo
ax2+bx+c Indirecto
Directo
ax3+bx2+cx+d Indirecto
Directo
ax8+bx7+cx7+dx5+exd+x3+gx2+hx+ Indirecto
Directo
ax12+bx11+cx10+dx9+ex8+x7+gx6+h5+ix4+jx3+kx2+x+m |Indirecto

h-  Grafique las curvas de cada uno de los polinomio que se ajustan a la nube de puntos.
Si tiene que presentar en un informe a la Secretaria de Medio ambiente, cual de las curvas encuentra

mas adecuada y por qué?
Proponer y resolver un ejercicio simple donde se tendria que aplicar el ajuste por minimos cuadrados
para encontrar una curva que represente a un conjunto de datos.

El informe a presentar debe contener la resolucion manual detallada de los puntos a-f, como los comandos y
resultados obtenidos en los puntos g-h.

Resultados
La actividad fue propuesta con caracter de optativa a los alumnos de un curso de Algebra Lineal Numérica

del que participaban 82 alumnos de los cuales 27 alumnos realizaron el trabajo (aproximadamente 32,9% de los
alumnos regulares). Del total de alumnos, 26 pertenecian a la carrera de Ingenieria en Computacion de la UNLP,
de los cuales 16 realizaron el trabajo (aproximadamente 61,5% de los alumnos). Esta diferencia significativa se
aduce a que los alumnos de la carrera de Ingenieria en Computacion estan mas familiarizados con las TICs y
valorizan el tiempo destinado a aprender a usar un soft como una inversion positiva.



Los trabajos presentados eran grupales de a lo mas 3 integrantes por grupo por lo que se recibieron 10
presentaciones.

Fue frecuente encontrar que al responder al item ¢ (se pedia usar un polinomio de grado 2 ajustando 3
puntos) recurrieran a resolverlo mediante minimos cuadrados aumentando el nimero de condicién de la matriz y
obteniendo una solucién que no pasaba por todos los puntos. En la defensa oral del trabajo se constatd que si
bien geométricamente visualizaban que habia una pardbola que pasaba por esos puntos, la consigna de minimos
cuadrados y su vinculacién con curvas que no pasaban por todos los puntos no los llevé a cuestionar el resultado
obtenido. Recordando que el nuevo Plan de Estudios se concibio con la premisa basica de construir y no de
imponer conocimiento, este tipo de actividades pone de manifiesto que desde lo actitudinal el alumno es
propenso a aplicar “recetas” y que permanentemente debemos plantearle situaciones que favorezcan el aprender
a desestimar esa postura. EIl cuestionar lo sucedido y encontrar la fuente del error permitid, ademas de afianzar
la pertinencia 0 no de minimos cuadrados, la importancia de haber estudiado el nimero de condicion de una
matriz A, su relacion con el nimero de condicion de A"A y su influencia en la exactitud de la solucién obtenida.
Esta situacion debiera favorecer ademas el instalar en los alumnos que hay errores que no se deben a problemas
de programacidn sino que la fuente del error esta en la Aritmética de punto flotante y que el Analisis Numérico
es la fuente para el estudio tedrico de esas situaciones.

Todas las presentaciones resolvieron los Sistemas de Ecuaciones por Métodos Directos (descomposicién
LU y Cholesky) e iterativos (Jacobi, Gauss-Seidel) con un andlisis correcto de las hipotesis necesarias. La
defensa oral permitié profundizar el andlisis de la pertinencia de los distintos métodos, fundamentalmente
teniendo en cuenta la dimension del Sistema de Ecuaciones a resolver.

Solicitar ajuste mediante polinomios de distinto grado y solicitar recomienden el de mejor ajuste llevé a
reflexionar acerca de la veracidad de la afirmacion” un polinomio de grado mayor permite un ajuste mejor”,
permitiendo afianzar que todas las afirmaciones realizadas bajo la hipétesis implicita de trabajar con Aritmética
Exacta podian perder validez al trabajar con precisién finita.

Conclusiones

La actividad propuesta integra a partir de la modelizacion de una situacion real los conceptos de Espacio
Vectorial, Base, Norma p de Vectores, Nimero de condicién de una matriz y Métodos Numéricos de resolucion
de Sistemas de Ecuaciones Lineales. Su desarrollo requiere del manejo de Matlab por lo que la posiciona en una
actividad propicia para encarar un Trabajo Final para un curso de Algebra Lineal destinado a alumnos de
carreras de Ingenieria en Computacién. El problema puede también ser presentado en la clase inicial del curso e
ir recuperandolo a medida que transcurre el dictado del curso.

La actividad promueve procedimientos actitudinales ya que establece la necesidad de analizar y proponer
estrategias de solucién, validar resultados y analizar posibilidad de errores, estudiando las fuentes y dimensiones
del error.
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