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Resumen

En la formacion basica de las carreras de ingenieria se introduce el Calculo y el Algebra, lo que exige
niveles de abstraccidon problematicos. ¢Cual es la naturaleza de esa abstraccion y qué la distingue de otras
habituales? Este trabajo responde parcialmente la pregunta, parte de la Tesis de Doctorado en Educacion por la
Universidad de San Andrés del autor, extrayendo la evidencia empirica de textos de uso corriente en las
universidades y procesandola en el entorno conceptual de la corriente del Pensamiento Matematico Avanzado.
Resulta que la abstraccion en este nivel es un proceso que requiere comprimir informacién en una definicion, y
que difiere esencialmente de la cotidiana abstraccion empirica que produce conceptos a partir de las cosas.

I. Introduccion

Admitir que los objetos de la matemética se extraigan o construyan a partir de un dato que pueda Ilamarse
‘realidad’, no impide comprobar que la matematica se ha convertido en una de las mas abstractas ciencias. La
abstraccion aguarda a todo estudiante que inicia una carrera de ingenieria, mas la abstraccién no es exclusiva de
la matematica avanzada, como tampoco lo es de la ciencia en general; por el contrario, para el matematico
Francois Le Lionnais podria considerarse el criterio demarcatorio de la humanidad: “La aptitud para la
abstraccién nos parece ser la que marca mas nitidamente la diferencia entre el hombre y sus vecinos en la escala
animal” (1976, pag. 15). En efecto, los mismos nombres del lenguaje cotidiano, con la posible excepcion de los
nombres propios, son en si abstracciones que actlian como etiquetas de clases antes que de individuos (Mason &
Johnston-WIllders, 2004, pag. 132), abstracciones a las que se han arribado tras diversas operaciones sobre los
objetos percibidos. “Por ejemplo —escribe Kant— veo un abeto, un sauce, y un tilo [...] si reflexiono unicamente
en lo que tienen de comun entre si [...] y hago abstraccion de su tamaifio, de su figura, etc., obtengo el concepto
de arbol” (Kant, 2010, p4g. 131); en el mismo sentido se pronuncia Bertrand Russell: “Debe de haberse tardado
largo tiempo en descubrir que una pareja de faisanes y un par de dias eran dos ejemplos del nimero 2; el grado
de abstraccion que ello implica no es facil de adquirir” (Russell, 1988, 12). De lo anterior se sigue que la
abstraccion ha sido una parte necesaria tanto de la vida y formacién de cualquier estudiante, lo que origina la
pregunta: ;en qué radica la diferencia entre las diversas abstracciones que han operado los alumnos previamente
a su ingreso en la universidad y las que deben concebir en el estudio de la matematica necesaria para desarrollar
sus modelos en las carreras de ingenieria? Responder esta pregunta, en el entorno conceptual de la corriente del
Pensamiento Matematico Avanzado, es el propoésito de este trabajo.

Resulta pertinente para la construccion de la respuesta a la pregunta de esta investigacion una sucinta
introduccion a algunas seleccionadas connotaciones del término “abstraccion” y sus derivados. El verbo
‘abstraer’ y su correspondiente sustantivo ‘abstraccion’ (aeaipem, apaipeasil) en el original griego designaba
la accion —y también el efecto— de extraer, separar algo de alguna cosa, significado que no vario en el latin tardio
[abstrahere, abstractionem acusativo de abstractio, y abstractus participio pasivo de abstrahere: abs (desde) +
trahere (sacar, arrastrar)], aunque se fue especializando para designar la operacion —y su efecto— de poner
mentalmente aparte una propiedad de una cosa para considerarla separadamente, o de varias cosas para
considerarlas bajo esa misma propiedad comun. Por ejemplo, se puede separar la nocidon de ‘circulo’ para
considerarla aparte de cada uno de los objetos circulares, o también cabe considerar un miridpodo sin que haya
animal alguno de mil patas. Los objetos matematicos son, en esta vision aristotélica (Aristoteles, 1967a, pags.
LI, CVII, 7; Aristoteles, 1967c, pags. LI, 1-2; Moreau, 1993, péags. 91, 171), el resultado de separar
mentalmente una nota esencial de la realidad para generar un concepto. En la concepcion platdnica el término es
mas difuso, lo abstraido no procede de la realidad sino que tiene mas consistencia que la realidad misma: al
mundo de la matematica solamente se accede por el pensamiento, punto de partida de la disciplina de apartarse
del mundo sensible y mudable hasta alcanzar los objetos estables de la matematica (Ferrater Mora, 2004a, pag.
25 ss.; Koyré, 1996, pag. 137 ss.). La abstraccion kantiana, por otra parte, es presentada como uno de los tres
momentos en la formacion de conceptos a partir de las representaciones: (a) comparacion [komparation], (b)
reflexion [reflexion], (c) abstraccion [abstraktion] o separacion [absonderung]. La abstraccidn es siempre una
separacion de algo, por lo que “no tenemos que decir: abstraer algo (abstrahere aliquid) sino abstraer de algo
(abstrahere ab aliquo)” (Kant, 2010, p4g. 131). Si abstraer es ‘abstraer de algo’, la distancia entre ese ‘algo’ y el
concepto abstraido puede referirse al sujeto que efectla la operacion, al estudiante al que se le reclama esa
habilidad, y entonces se entiende que esa distancia sea percibida como diferente por diferentes individuos, lo que
da lugar a la nocién de horizonte privado que se diferencia con el horizonte absoluto que sélo contempla qué
puede saber el hombre en tanto hombre en general. La distincion aqui esencial es que, mientras el horizonte
absoluto indica la frontera de aquello que podria ser alcanzado por el saber humano, el horizonte privado se
ubica en un lugar que es propio de cada individuo y marca los confines que en un dado individuo configura lo
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que necesita saber respecto a algunos fines particulares propios del sujeto. Es propio de cualquier curriculum, en
particular de las materias basicas de matematica en las careras de ingenieria, el fijar un horizonte absoluto mas
modesto, constituido por aquellos conocimientos que se pretende sean alcanzados por sus estudiantes; los
estudiantes, a su vez, dotados de sus propios intereses y capacidades, se introducen en la universidad dotados de
un horizonte privado que puede quedar muy distanciado del absoluto.

El descubrimiento de lo general en lo particular y de lo permanente en lo transitorio seria una nota
distintiva del pensamiento cientifico: se trataria de reconocer conexiones entre fenémenos de aparente
diversidad, que suelen denominarse leyes y que se expresan en un lenguaje que debiera resultar valido para
“ciegos y muertos” (Whitehead, 1965, pag. 12). Sin embargo, la aceptacion de esa clase de validez incondicional
—e incondicionada— de la matematica segun Whitehead, no asegura de manera alguna su adquisicion por parte
del estudiante; del mismo modo, es preciso distinguir entre la importancia de un concepto y su dificultad ya que
se encuentran tanto conceptos dificiles poco importantes, como los hay importantes —por la envergadura o
pluralidad de sus consecuencias— sin ser por ello necesariamente dificiles: la abstraccion se condensaria en los
altimos, mientras que los procedimientos prevalecerian en los primeros (Kant, 2010, pags. 76-77).

El discurso matematico, en este progresivo deslizamiento, se aleja gradualmente de los conceptos
cotidianos; su misma gramaética, con sus elevados niveles de compresion de la informacidn, exige crecientes
niveles de competencia lectora. Es este distanciamiento el que explica que las tareas que exigen un modelado en
el lenguaje matematico provoquen altas tasas de fracaso, al ser presentadas en el lenguaje cotidiano: los alumnos
novatos privilegian el significado convencional, descuidando la estructura del discurso matematico cuya sintaxis
procura garantizar expresiones carentes de ambigliedad (Lerman, 2005, pags. 179-183). La separacion, operada
por la abstraccién, es abolida, o al menos impregnada, por los significados corrientes generando objetos
disonantes con el sistema en el que deben significarse. La abstraccion presupone una cierta flexibilidad cognitiva
para la resignificacion y restructuracion de los conocimientos previos, tanto en lo que se refiere a las
informaciones mismas como al modo de estructurarse en el pensamiento matemético no elemental.

Il. Fundamentacion

Diversas publicaciones inmersas en la corriente del AMT (Advanced Mathematical Thinking) se han
centrado en la naturaleza de la abstraccién (Gray & Tall, 2007; Harel & Tall, 1989; Tall, 1997g; Tall, 1995b;
Tall, 1988; Tall, 1991b) requerida en el pensamiento matematico avanzado; la locucion pretende ser inclusiva,
permitiendo que el predicado ‘avanzado’ pueda ser entendido como las formas avanzadas del pensamiento
matematico, como el pensamiento matematico puesto en juego en temas avanzados de la matematica. En
cualquier caso, se constata que “los estudiantes de matematica avanzada se quejan con frecuencia de que los
temas son demasiado abstractos” (Tall, 1991b, pag. 11).

Los tedricos del AMT retoman los diferentes significados que pueden incluirse en el vocablo ‘abstract’,
recogiendo los sentidos etimoldgicos referidos la introduccion, para designar: (a) el proceso de abstraer de algo,
en cuyo caso tiene un valor verbal; (b) una propiedad obtenida del anterior proceso, siendo aqui un adjetivo; (c)
El objeto resultante, denominado concepto, y aqui el término tiene funcién gramatical de sustantivo. En el
lenguaje original (a), (b) y (c) se presentan como to abstract, to be abstract, an abstract; por otra parte, el
término ‘abstraccion’, presenta tanto el proceso de abstraer como el objeto o concepto abstraido, dualidad que
intenta retenerse en el término propio de la teoria denominado ‘procepto’ por contraccion de proceso y
concepto’. Si bien el proceso y el concepto comparten un simbolo, sus significados son muy diferentes. Por
ejemplo, el simbolo de ortogonalidad “1” sera considerado, muy probablemente, como proceso para un
estudiante de geometria bésica (el proceso por el que puede decidirse la ortogonalidad de dos rectas, por
ejemplo), mientras que en el estudiante de matematica avanzada evocard mas bien un tipo de relacion que
guardan entre si dos objetos de un espacio hermitico. Para el primero, la ortogonalidad se podria predicar entre
dos rectas mediante un proceso —como podria ser una escuadra—, mientras que para el segundo la ortogonalidad
es una relacion entre objetos arbitrarios que depende de la geometria inducida por un producto interno.

La naturaleza del concepto que se origina por abstraccion no es especificamente definida, habida cuenta
de que las discusiones que se han dado tanto en el campo de la mateméatica como el de la filosofia no son
inconsistentes con los postulados de la teoria. A grandes rasgos, se rescata la distincion —debida a Cassirer— entre
el concepto-cosa y el concepto-relacién: el primero podria pensarse como la seleccién de ciertas propiedades
que estan presentes en un universo de consistencia propia llamado realidad, mientras que el segundo surge
cuando esos rasgos son introducidos para definir implicitamente los objetos que las cumplen. La ortogonalidad
del ejemplo del parrafo anterior resultaria, o bien de la seleccién de una propiedad comun a ciertos pares de
rectas ‘reales’, o bien emergeria como una propiedad que deben satisfacer ciertos objetos en un mundo
‘abstracto’ construido como espacio hermitico. Si la insistencia de la recomendacion de conectar los conceptos
matematicos con la ‘realidad’ puede ser justificada desde el concepto-cosa, pierde pertinencia si se atiende al
concepto-relacioén, que irrumpe profusamente en la matematica avanzada. Los conceptos de la matematica
elemental se hayan mayoritariamente basados en la percepcion (y seleccion) de objetos, mientras que los de la
matematica avanzada responden mas a la simbolizacién de procesos que son concebidos dualmente como
procesos y objetos (procepto), o a la satisfaccion de un listado axiomatico que los define y constituye en ese
sistema formal. Otra diferencia introducida en este marco conceptual es entre abstraccion y generalizacion,
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términos que suelen tomarse como sinénimos para denotar tanto productos como procesos, tanto
generalizaciones por ampliacidn del campo como generalizaciones por restructuracion del campo de aplicacion
(Harel & Tall, 1989, pags. 38-42).

La abstraccion difiere cualitativamente de la generalizacién, si bien la abstraccion incluye una
generalizacion. La generalizacion es un proceso comun a los niveles elementales y avanzados, que involucra la
expansion del horizonte —en el sentido kantiano— de un esquema cognitivo, de manera que lo que previamente a
la generalizacion es visto como un todo, tras ella pasa a ser concebido como un ejemplar de un conjunto mas
amplio, preservando sus propiedades sin ninguna modificacion; siempre que se generaliza, se obtienen
conclusiones que en particular son también satisfechas por el caso desde el que parte la generalizacion. Por
ejemplo, puede considerarse un algoritmo de resolucion de un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas
como una generalizacion (ampliacion) del que permite hacerlo con un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas: no hay alli, en los términos de la teoria, una abstraccion.

La abstraccion es un proceso muy diferente. Consiste en el aislamiento de especificos atributos de un
concepto de manera que ellos puedan ser independientes de todo conjunto de atributos que pudiera estar
ocasionalmente adherido al concepto; la abstraccién introduce implicitamente una generalizacién, pero en un
sentido mas profundo desde que se trata de una generalizacién de los argumentos mismos (Tall, 1988, pag. 2;
Tall, 1991b, pags. 11-12; Dreyfus, 1991, pags. 26-41; Dubinsky & Tall, 1991, pags. 97-101). De cualquier
abstraccion puede afirmarse que: (a) todo argumento valido aplicable a las propiedades abstraidas que se aplique
a otros ejemplares (suponiendo los haya), también sera valido para ellos; lo que es mas general, pues, es la
argumentacion, y de alli su mayor alcance; (b) Dado que los argumentos sélo fluyen de las propiedades
abstraidas ignorando todo el resto, al no haber distraccién alguna de elementos accidentales, la abstraccion es
maés sencilla, desde el punto de vista légico, pero méas compleja desde el punto de vista de la demanda cognitiva.

El aumento de las demandas cognitivas originadas en las abstracciones propias del nivel superior se
explican por una doble caracteristica: flexibilidad cognitiva y elevada compresion. La exigencia de flexibilidad
cognitiva es un corolario natural de la caracterizacion de la abstraccion: lo que debe ampliarse —y modificarse—
es el esquema cognitivo mismo. La compresion opera toda vez que la abstraccién condensa las propiedades de
ciertos objetos muy generales en una definicion, generando un nuevo concepto ‘comprimido’ que puede ser
archivado y reutilizado toda vez que sea necesario en el desarrollo de una argumentacion. Si bien toda definicién
implica algun tipo de compresion, las que se generan en el nivel universitario se distinguen por la gran cantidad
de informacion que comprimen.

David Tall sintetiza en cuatro articulos (Tall, 2004a; Tall, 2004d; Tall, 2005g; Tall, 2011) los hilos
conductores que enhebran la teoria, mediante estructuras que llama ‘mundos’. El primer mundo emerge de
nuestras percepciones del mundo exterior y se compone de nuestros pensamientos acerca de las cosas percibidas,
pero no solamente del mundo fisico sino también de nuestro propio mundo mental de significados, de modo que
la reflexion y una mayor sofisticacién del lenguaje nos permite vislumbrar objetos que no existen en el mundo
exterior, tales como una linea que tiene atributos de infinitud y nulidad de espesor; el autor denomina a este
mundo embodied world, que suele traducirse como mundo incorporado.

El segundo mundo estd habitado por los simbolos utilizados para la manipulacion de objetos en la
aritmética, el algebra, el célculo vectorial; comienzan por ser acciones (por ejemplo, contar) para luego ser
condensadas en conceptos mediante el uso de simbolos que nos permiten alternar sin esfuerzo desde el proceso
de hacer matematica al de pensar con conceptos matematicos. El autor lo denomina ‘proceptual world’ y
también ‘mundo simbodlico’, un mundo que es generado mediante sucesivas generalizaciones. El predicado
‘simbdlico’ aqui no debe aplicarse a los simbolos en general, como género, sino a la especie de simbolos
utilizados en los calculos algebraicos o numéricos o manipulaciones proposicionales, y por lo general
corresponden a acciones sobre los objetos (como podria ser calcular el limite del cociente incremental de una
funcion) que son condensadas y comprimidas en un simbolo como concepto (por ejemplo la derivada). Esta
dualidad del simbolo es lo que Tall denomina procept: “un simbolo usado dualmente como proceso (tal como la
adicién) y concepto /tal como la suma) es llamado un procep (Tall, 2005g, pag. 2). El término ‘proceptual world’
proviene de ese vocablo, propio de la teoria, que aqui se traducira por ‘procepto’, para replicar en castellano la
generacion por contraccion de los vocablos ‘process’ y ‘concept’ con la que se pretende designar la alternancia
entre ambos a través del simbolo, cuando éste es utilizado dualmente para representar tanto el proceso como el
concepto. Si bien el procepto asi introducido por Tall queda identificado por la dualidad de un signo, el mismo
autor establece que las vias de acceso a €l pueden construirse mediante diversos recursos, tales como (Tall,
1997a, pag. 296) visualizaciones espaciales que permiten observar y eventualmente experimentar con lo que se
observa, enfoques numéricos, simbdlicos, gréaficos y formales.

Si bien el proceso y el concepto comparten un simbolo, sus significados son muy diferentes. Por ejemplo,
el simbolo de ortogonalidad “L1” serd considerado, muy probablemente, como proceso para un estudiante de
geometria basica (el proceso por el que puede decidirse la ortogonalidad de dos rectas, por ejemplo), mientras
que en el estudiante de matematica avanzada evocard mas bien un tipo de relacion que guardan entre si dos
objetos de un espacio hermitico. Para el primero, la ortogonalidad se podria predicar entre dos rectas mediante
un proceso —como podria ser una escuadra—, mientras que para el segundo la ortogonalidad es una relacion entre
objetos arbitrarios que depende de la geometria inducida por un producto interno.
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El tercer mundo de la matematica es el ‘mundo formal’, esta basado en las propiedades, expresadas en
términos de definiciones formales que se desprenden implicitamente de un sistema axiomatico que especifica las
estructuras en las que habitan los elementos y que los organizan en sus relaciones mutuas. Se designan,
genéricamente, como ‘sistemas axiomaticos formales’ (Klimovsky, Las desventuras del conocimiento cientifico.
Una introduccion a la epistemologia, 1994, pag. 289; Klimovsky & Boido, Las desventuras del conocimiento
matematico. Filosofia de la matematica: una introduccién, 2005, pag. 109).

En ocasiones, son los mismos autores de los libros de texto los que explicitan la diferente ‘atmésfera’ que
se respira en el mundo formal: “En una general definiciéon de un espacio vectorial los numeros reales son
remplazados por un cuerpo arbitrario y las mas simples propiedades de la suma y multiplicacion de vectores son
postuladas como axiomas” (Kostrikin & Manin, 1997, pag. 1), advierten desde su primera pagina los autores de
un texto de Algebra Lineal, anadiendo que “ninguna traza de la tridimensionalidad del espacio fisico permanece
en la definicion”. El mundo formal permite el acceso a un espacio donde caben una mayor cantidad de objetos,
en tanto se limiten a cumplir una lista de axiomas establecidos de antemano. Si bien el mundo formal puede estar
sobreimpreso sobre los dos anteriores, y utilizar sus imagenes o simbolos para figurarse los objetos abstractos
que alli se definen, también es necesario trascenderlo; en caso contrario, los mundos previos pueden ser un yugo,
segln la conocida expresion de Bourbaki.

I11. Desarrollo

Los materiales y métodos que se desarrollan en la tesis de doctorado aplican las técnicas de andlisis de
contenido a una poblacién de 20 libros de texto de Célculo y Algebra lineal. En este trabajo, como muestra del
estado de avance, se seleccionan cinco libros de texto clasicos (Apostol, 1967; Hoffman & Kunze, 1990; Lang,
1984; Marsden & Tromba, 1991; Spivak, 1994), de presencia registrada en las bibliografias que las facultades de
ingenieria de la Argentina incluyen en el curriculum de las asignaturas basicas de Calculo y Algebra Lineal. Los
textos no difieren esencialmente, en lo que se refiere al nivel de abstraccién, de los restantes que comparten la
poblacion; de este modo, las propiedades del tipo de abstraccién que se releva en este trabajo, pueden predicarse
como propias del material bibliografico en su conjunto. Para cada uno de los textos, se presentan correlatos
empiricos de los tipos de abstraccién caracterizados en el entorno conceptual, en sendos tépicos de validez
representativa de la clase que objetivan (espacios vectoriales, derivadas, primitivas, integrales, plano tangente a
una superficie).

V. Resultados y discusion

En el primer texto (Hoffman & Kunze, 1990, pags. 28-31), como ejemplo de la abstraccién denominada
formal del tipo concepto-relacién, puede considerarse la nocion de espacio vectorial, que es materializada
mediante una definicién, como un cuéadruple ordenado con leyes que en conjunto satisfacen diez axiomas (si se
incluye la especificacion de la naturaleza de las leyes). La definicion misma incluye el término cuerpo, una terna
ordenada que requiere once axiomas para ser definido. La nocién, entonces, comprime un total de 21 axiomas en
un solo nombre; constituye un universo abstracto en el que sus elementos —llamados vectores— son objetos de
cualquier naturaleza, en tanto se obliguen a satisfacer ciertas reglas de convivencia entre si y con los elementos
—escalares— que habitan el cuerpo. La flexibilidad cognitiva que demanda la nocion definida se pone en
evidencia en cualquiera de las pruebas que resultan de semejante abstraccion, como la que presenta la Figura 1;
el estudiante que debe deducir algo como ¢ 0 = 0 esta obligado a “hacer una casi esquizofrénica separacion entre
la intima conviccion intuitiva de que lo que esta probando es verdadero y el formal proceso de demostracién que
establece precisamente esa veracidad [...] los novatos pueden verse profundamente perturbados al no distinguir
qué es aquello que les esta ‘permitido saber’ de su conocimiento no formal como opuesto al ‘conocimiento’
proveniente de las pruebas deductivas” (Tall, 1997¢, pag. 11).

There are a few simple facts which follow almost immediately from
the definition of a vector space, and we proceed to derive these. If ¢ is
a scalar and 0 is the zero vector, then by 3(c) and 4(c)

c0 = ¢(0 4 0) = 0 + 0.
Adding — (¢0) and using 3(d), we obtain
(2-8) c0 = 0.

Figura 1. Fragmento seleccionado de (Hoffman & Kunze, 1990, pég. 31)

En el segundo texto (Apostol, Calculus volume I. One-Variable Calculus, with an introduction to linear
algebra, 1967, pags. 156-160), donde se presenta la nocion de derivada de una funcion escalar simbolizada por
17(x), se tiene la dualidad propia que los tedricos del AMT adjudican a los simbolos, pudiendo entenderse por
f7(x) tanto la funcién derivada (el concepto), como la derivacion (el proceso del limite para obtenerla): el
procepto.
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DEFINITION OF DERIVATIVE. The derivative f'(x) is defined by the equation

(4.4) Feo) = im L& E D =76

r—=0 h

provided the limit exists. The number ['(x) is also called the rate of change of f at x.

By comparing (4.4) with (4.3), we see that the concept of instantaneous velocity is
merely an example of the concept of derivative. The velocity ©(7) is equal to the derivative

Figura 2. Definicién de derivada de una funcion escalar (Apostol, 1967, pag. 160)

Al mismo tiempo, esta abstraccidn incluye una generalizacién, como sefiala el mismo texto reproducido
en la Figura 2: la velocidad, presentada previamente de modo intuitivo, no es sino un caso de la derivada de una
funcion original que es la posicion. En la Figura 3 se observa que el autor del texto muestra la dualidad proceso-
concepto; esta explicitacion no es mantenida en todas las abstracciones presentadas por el mismo autor, ni por
los diversos autores.

In general, the limit process which produces f'(x) from f(x) gives us a way of obtaining
a new function f* from a given function f. The process is called differentiation, and [ is
called the first derivative of f. 1If f’, in turn, is defined on an open interval, we can try to

Figura 3. llustracion explicita del proceso y del concepto (Apostol, 1967, pag. 160)

Puede considerarse el ejemplo del plano tangente a la superficie de nivel de un campo escalar
diferenciable definido en R®. La definicién del plano tangente que se materializa a través de su ecuacion lleva
incluida la dualidad propia del procepto, dado que proporciona: (a) un procedimiento para obtener su expresion
cartesiana, (b) el concepto de un elemento plano que constituye la mejor aproximacion lineal a la superficie y
que resulta ortogonal al vector gradiente del campo escalar en el punto de la superficie de nivel.

sy o =
ke o o

v trasladad rasiadado paralelzonenie
{ Je fonma que comainia

Figura 2.6.2. Significado geomdatncs del
qraciente: V 7 es ortogona
a la superficie S sobre 1a cual
» 7 es constante

DEFINICION: Planos tangentes a superficies de nivel Sea § ia superficie que estd for
mada por aquellos (x, y. 2) tales que f(x. y, z) = k. para X constantc. El plano tangente s S en
el punto (xg. Yo. 7a) de S se define por medio de la ecuacion

V f(xg, Vo Z0)-(x X ¥ V. 2 o) 0 (1

si V(x5 ¥o. 20) 7 0. Es decir, ¢l plano wngente es ¢l conjunte de puntos (x, y, ) que satisfa-
cen Ja Ecuacion (1),

Figura 4. Plano tangente a superficies de nivel (Marsden & Tromba, 1991, péags. 160-161)

Se toma ahora el caso del plano tangente a una superficie en un tercer texto de uso corriente en carreras
de ingenieria (Marsden & Tromba, 1991); el aspecto proceptual se manifiesta en su presentacion del plano
tangente, un fragmento de la cual se reproduce en la Figura 4. Las definiciones en matematica —como en
cualquier otro dominio— son arbitrarias; sin embargo, solo se consolidan en un dado campo aquellas que son
eficientes para concentrar la informacion acerca de un dado hecho. Es en este sentido que se puede hablar de que
una definicién sea apropiada, que es lo que procura el autor, al presentar el concepto en los dos mundos, lo que
le hace decir “vemos que es razonable definir el plano tangente a S como el plano ortogonal al gradiente” (161;
cursiva en original). Las definiciones en matematica —como en cualquier otro dominio— son arbitrarias; sin
embargo, solo se consolidan en un dado campo aquellas que son eficientes para concentrar la informacién acerca
de un dado hecho. Es en este sentido que se puede hablar de que una definicion sea apropiada, que es lo que
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procura el autor, al presentar el concepto en los dos mundos, lo que le hace decir “vemos que es razonable
definir el plano tangente a S como el plano ortogonal al gradiente” (161; cursiva en original). La presentacion
elegida por el autor le permite al lector asociar el concepto del plano tangente del segundo mundo a las imagenes
visuales en el espacio del primer mundo, propias de una geometria euclidea: tal la imagen mental que puede
acudir en ayuda del concepto euclideo de ‘plano’, y puede ser sugerida por una representacion grafica como la
incluida en el libro de texto de ese objeto.

En el tercer mundo, el plano, puede convertirse en una variedad lineal de codimensién uno definida por
una forma lineal en una estructura denominada espacio vectorial, definicion que lo distancia drasticamente de los
mundos previos: ya no se tiene una imagen como sustrato personalizado, ni siquiera una ecuacion que permita
una dualidad y remita a un proceso de obtencién, puesto que los puntos que lo constituyen podrian ser objetos
complejos en si mismos, tales como funciones. Que esta definicion de ‘plano’ en un libro de texto termine siendo
significativa es una responsabilidad compartida entre el autor y el lector, segin el modo en que el texto se
organiza como estructura.

La intensidad de la demanda cognitiva de un ejercicio que incluya la nocion de ‘plano’ estard vinculada a
los mundos a través de los que deba desplazarse un alumno para resolverlo: sera tanto mas exigente cuanto mas
lo obligue a incursionar en el mundo formal, posibilitando la incorporacién de conceptos mas flexibles. Si los
ejercicios se mantienen en niveles de demanda que permiten lograr respuestas construidas desde el primero o
segundo mundo, probablemente el alumno desarrolle mecanismos de respuesta rutinarios que “pueden
convertirse en un estilo de vida” (Tall, 2004d, pag. 6).

Finalmente, se consideran los dltimos dos textos que componen este trabajo (Lang, 1984, pag. 205;
Spivak, 1994, pag. 250) . Aunque uno de ellos (Lang, 1984) define formalmente el concepto de primitiva de una
funcion f, se prefiere aqui mostrar la presentacion en que el autor, desde el principio, declara que se trata de un
problema relacionado con un aspecto intuitivo (el del area de una region). Pero al mismo tiempo, como puede
observarse en las palabras resaltadas de la parte superior de la Figura 4, la definicidn debe desprenderse de las
adherencias del mundo incorporado, pues se necesita que “no apele a la intuicion geométrica” (Lang, 1984, pag.
205). La parte inferior de la figura recoge el fragmento del otro texto (Spivak, 1994) donde también se advierte
acerca de que las aproximaciones a la definicidn de areas de regiones planas pueden ser muy inapropiadas, aun
para las regiones mas sencillas como un circulo; en la geometria elemental, dice el autor, “el area de una region
es a veces definida como el nimero de cuadrados de arista 1 que yace en el interior de la region. Pero esta
definicion es irremediablemente inadecuada hasta para las regiones mas sencillas” (Spivak, 1994, pag. 250).

In this chapter, we solve, more or less simultaneously, the following
problems:

(1) Given a function f(x), find a function F(x) such that
F'(x) = f().-

This is the inverse of differentiation, and is called integration.
(2) Given a function f(x) which is = 0, give a definition of the area

under the curve p = f(x) which does not appeal to geometric intuition.
==

In elementary geometry, formulas are derived for the areas of many plane

figures, but a little reflection shows that an acceptable definition of area is

seldom given. The area of a region is sometimes defined as the number of

squares, with sides of length 1, which fit in the region But this definition i$

hopelessly inadequate for any but the simplest regions. For example, a circle

i A0 of radius | supposedly has as area the irrational number =, but it is not at all
clear what “r squares” means. Even if we consider a circle of radius | Vz,

Figura 5. Dos introducciones al capitulo de Integracién de sendos textos de Calculo, reproduccion fotografica (el
sombreado no es parte del texto original) (Lang, 1984, pag. 205; Spivak, 1994, pag. 250)

La integracion tal como el autor lo muestra en (1) puede pensarse como un proceso, esto es el de aplicar
técnicas de calculo que permitan producir una funcién F a partir de una conocida funcién f, definidas en el
mismo intervalo, de manera que la Ultima sea la derivada de la primera. Objetivada conceptualmente, F es una
primitiva (una integral) de f sin estar asociada al proceso de integracion. La dualidad propia del procepto como
par (integracion, integral) est, entonces, incorporada en la definicion que se va a presentar. Mas adelante
(p.206) el mismo autor presenta la notacion cléasica de Leibniz* | f(x)dx para una primitiva de la funcion f, ya es
una forma, todavia simbdélica, de conectar los dos problemas con los que se abre el capitulo y que terminan de un
modo natural en el llamado Teorema Fundamental del Célculo, que constituye “una impresionante compresion
del conocimiento, expresando la esencial conexion entre el cambio y el desarrollo acumulado en dos breves
ecuaciones” (Tall, 2011, pag. 23).

L El simbolo [ con que Leibniz designaba lo mismo que Newton con un pequefio cuadrado; “notam I pro summis, ut adhibetur nota d pro
differentiis...”, escribia Leibniz en 1696 (Hairer & Wanner, 1996, pag. 107). La prevalencia de la notacién se ha explicado por ser mas
‘expresiva’ del proceso de acumulacién (suma) que esta en su raiz intuitiva.
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V. Conclusiones

Las nociones seleccionadas (espacio vectorial, derivada, primitiva, integral, plano tangente), basicas en el
Algebra Lineal y en el Célculo reclaman un tipo de abstraccion que esta bastante alejado del tipo de abstraccion
presente en la escuela media, donde prevalece la abstraccién que produce el denominado concepto-cosa,
obtenido por el aislamiento de algunas propiedades comunes a un conjunto de objetos, y que se encuentra
anclada en el denominado primer mundo de la matematica por el cuerpo conceptual de este analisis. Este tipo de
abstraccion se encuentra en diversos grados en el nivel primario del lenguaje mismo, y explica adecuadamente la
formacion de conceptos tales como ‘arbol’ (Kant, 2010, pag. 131), y en la matematica conceptos como ‘dos’
(Russell, 1988, 12), ‘triangulo’ (Gray & Tall, 2007, pag. 23). Frente a este tipo de abstraccion, en lo que
prevalece es mas bien una generalizacidn, se tienen las abstracciones propiamente dichas, en que los conceptos
surgen significados por otros objetos previamente definidos (o indefinibles) en una estructura, y que algunos
autores denominan tedrica, para distinguirla de la anterior, que llaman empirica (Mitchelmore & White, 2007,
pags. 1-9). Los objetos aqui son aqui mas bien lo que sus relaciones con el resto de los objetos les permiten, y
son condensados en simbolos que presentan un aspecto dual de proceso y concepto. Estas abstracciones
(tedricas) difieren cualitativamente de las primeras (empiricas), y prevalecen en la matematica de nivel
universitario, como lo prueban las nociones presentadas en los libros de texto aqui analizados. La abstraccién
gue enfrenta el estudiante en una facultad de ingenieria durante los cursos basicos de matematica se inscribe en
el segundo mundo o en el tercer mundo de la matematica, de modo que su diferencia con la que predomina en la
escuela media es de naturaleza cualitativa. Por ello, implica elevados niveles de compresion de la informacion y
demanda una flexibilidad cognitiva que no ha tenido mayores oportunidades de ejercerse en su formacion
matematica previa. Esta diferencia cualitativa estaria en la base de la percepcion de los alumnos acerca de que
las asignaturas son de elevada abstraccién. En cualquier caso, los resultados sugieren que la muchas veces
predicada recomendacion de ‘conectar con la realidad’ que suele hacerse cuando se trata de la matematica en las
carreras de ingenieria, podria ser pertinente para los conceptos obtenidos mediante abstracciones empiricas, o
conceptos-cosa, pero inapropiados cuando se trata de conceptos-relacion, como lo es la gran mayoria de los que
se presentan en este nivel de matematica. Por afiadidura, aun aceptando el postulado de la existencia de un
sustrato resistente denominado ‘realidad’ del que los conceptos-relacién hubiesen surgido, el itinerario que lleva
de uno a otro resultaria de tal complejidad y comprenderia tantas reconfiguraciones en su desenvolvimiento, que
alcanzar a reconstruir esa ‘conexion con la realidad’ demandaria una carga mayor de abstraccion que la que se
esta presentando directamente en una definicién o proposicion.
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