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Resumen

Leonhard Euler ha sido uno de los matematicos mas brillantes de todos los tiempos, el mas destacado del
S XVIII y sin duda alguna, el mas prolifico en toda la historia. En esta presentacion haremos un breve recorrido
por la Historia de las Matematicas, para tener idea del contexto en el cual desarroll6 su obra este gigante. De su
vastisima produccion nos detendremos en las series infinitas y mas puntualmente en la serie conocida como el
Problema de Basilea; veremos como se fue instalando en la comunidad matematica, la relevancia que llegé a
tomar, los aportes que hicieron los matematicos mas destacados de la época y como la solucién llegé de la mano
del genial Euler.

Un poco de historia para comenzar

En la vida de Euler pueden distinguirse tres etapas, marcadas por los lugares donde desarrolld sus
actividades; la primera de ellas comprende el periodo 1727-1741 y corresponde a su primer estancia en la
Academia de San Petersburgo (Rusia), la segunda desde 1741 a 1766, periodo en el cual estuvo en la Academia
de Berlin (Prusia) y la tercera desde 1766 hasta su muerte en 1783, nuevamente en San Petersburgo. Pero
comencemos desde el principio.

Leonhard Euler naci6 en Basilea, Suiza, en 1707; destacandose desde muy joven por sus excepcionales
dotes intelectuales; a los 19 afios ya habia concluido sus estudios en la Universidad de Basilea y se presento
para ocupar la catedra de Fisica', pero no fue aceptado por ser demasiado joven. Euler ya era por entonces el
discipulo predilecto del matematico Johann Bernoulli?, uno de los principales referentes de la época y padre de
Daniel y Nikolaus, también matematicos y amigos suyos. Asi luego del traspié en la Universidad de su ciudad
natal, fue invitado por los hermanos Bernoulli a incorporarse a la recientemente creada Academia de Ciencias
de San Petersburgo (Rusia); Leonhard aceptd la propuesta e inicié asi un periodo de 14 afios de estancia alli. A
los 23 afios obtuvo la catedra de Fisica de la Academia y tres afios méas tarde ocup6 la plaza de Matematica,
hasta entonces a cargo de su amigo Daniel, que regresé a Suiza. Desde su llegada a San Petersburgo, con tan
solo 20 afios, inici6 su produccién cientifica a un ritmo vertiginoso, que mantuvo durante el resto de su vida.
Trabajo sobre practicamente todos los temas matematicos de la época: Teoria de nimeros, Algebra, Teoria de
Grafos, Calculo de Variaciones, Variable Compleja, Calculo Diferencial e Integral, Ecuaciones Diferenciales,
.... y la lista sigue; pero sus trabajos sobre matematicas constituyen solamente poco mas de la mitad de su obra
(58% para ser precisos); también se dedicd a otras ciencias como Fisica, Hidrodinamica, Hidraulica, Mecanica,
Topologia, Astronomia, Cartografia y Optica. De esta época datan sus trabajos sobre series infinitas, las que si
bien ya eran conocidas desde bastante tiempo atras y de ellas ya se habian ocupado matematicos de la talla de
Leibniz y los Bernoulli; sin embargo como enseguida veremos, los que aportes que hizo Euler fueron totalmente
novedosos.
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A la izquierda un retrato de Leonhard Euler del afio 1753 y a la derecha un sello de la antigua Unién Soviética del afio
1957, conmemorando los 250 afios de su nacimiento.

! Presenta su obra “Dissertatio physica de sono” (1727), que trata la naturaleza y propagacion del sonido.
2 Johann Bernoulli era profesor en la Universidad de Basilea y muy pronto reconocié el talento formidable de Euler,
convirtiéndose en su guia y tutor.
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El Problema de Basilea
En el afio 1650 en una obra del matemético italiano Pietro Mengoli®, se plante6 por primera vez la cuestién
de hallar la suma de los reciprocos de los cuadrados de los nimeros naturales:

1 1 1 1
1+ =+ =4+ —+ —+....... (D)
4 9 16 25
En los afios siguientes varios matematicos célebres se dieron a la tarea de determinar el valor exacto de esta
suma, entre ellos Leibniz y los Bernoulli. Leibniz en 1672, habia demostrado que la suma de los reciprocos de

. . . 1 1 1 1 ) . L .
los nimeros triangulares: 1+ 3 + =+ =+ = +..... ; era igual a 2; asi al compararla con la serie (1),

6 10 15

exceptuando el primer término, todos los demas eran mayores, de manera entonces que podia afirmarse que la
suma de los reciprocos de los cuadrados era inferior a 2; ademas de esta cota, los matematicos de la época
también hallaron la suma de los primeros términos con varios decimales, pero no consiguieron determinar el
valor exacto. Tras varios de afios de intentos sin éxito, es Jakob Bernoulli — hermano mayor de Johann - quien
en el afio 1689 en su obra “Tractatus de seriebus infinitis”, convocO a la comunidad matematica a poner sus
esfuerzos en la busqueda del valor exacto de esta sumay lo hizo con este mensaje:

“Si alguien encontrara esta suma, cosa que ha escapado a nuestros esfuerzos, y nos lo comunicara, contara con

nuestra gratitud”

y a partir de entonces se lo conocié como “El Problema de Basilea”. Los afios siguieron pasando y destacados
matematicos se dedicaron a este famoso problema, pero fue recién en 1735 cuando aparece por primera vez la
solucion tan buscada, se habia encontrado el valor exacto de la suma y quien lo hizo fue el joven Leonhard
Euler, que ya era conocido en la comunidad cientifica, pero fue este logro el que le permitio definitivamente
ocupar un lugar de privilegio, que supo mantener a lo largo de toda su vida. En sus obras “De summis serierum
reciprocarum” (1735), “De summis serierum reciprocarum ex potestatibus numerorum naturalium ortarum
dissertatio altera, in qua eaedem summationes ex fonte maxime diverso derivantur” (1743) e “Introductio in
Analysin Infinitorum” Tomo 1 (1748), present6 varias maneras distintas de resolver este problema; como era su
costumbre, no se conformaba con una sola forma, buscaba siempre varios caminos diferentes para llegar al
resultado; pero todos ellos tenian su sello, una vision Gnica y sorprendente, utilizando recursos inéditos y
conectandolos de manera genial. Una de las formas en que Euler resolvié esta suma, fue a partir del desarrollo
en serie de la funcidn seno:

3 5 7 x?

SeNX = X — — + — — —+.—.....
3t 579l

2 4 6 8

senx X X X X
—=1l-—+ = - —+ . —+..... (2)
X 3 51 71 9l
Dado que los ceros del seno se encuentran en “nn” paran=0,+1, £2, £3,...... ; plante6 la factorizacion

de la serie en sus raices, extendiendo la técnica utilizada para los polinomios:

senx = C X (Xx—m) (X+7) (Xx—2m) (X+21) (Xx—3m) (X+3n)..........

que luego de algunos pasos algebraicos, resulta:

senx X2 X2 X2 X2

=C|l-——||l-——||1-—— | |l——— | ...
X 72 472 on? 1672

Desarrollando el lado derecho de la expresion anterior e igualando los coeficientes de segundo grado con
los de la expresion (2), se obtiene:

0 2
y 1
Llegando asi al sorprendente resultado: Z — = %
n
n=1

® Pietro Mengoli (1626 — 1686). Fue profesor en la Universidad de Bolonia, ocupando plazas en Matemética y Mecanica. Si
bien no fue renombrado en su época, estudios de las primeras décadas del S XX reivindican su obra, destacando sus aportes a
las Series Infinitas.
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En palabras del propio Euler:
“Sin embargo, he encontrado ahora y contra todo prondstico una expresion elegante para la suma de la serie

1 1 1
1+ = + = + — + etc, que depende de la cuadratura del circulo... He encontrado que seis veces la suma de

4
esta serie es igual al cuadrado de la longitud de la circunferencia de un circulo cuyo didmetro es 1.”

Pero Euler no se conformé con haber resuelto la suma de los reciprocos de los cuadrados de los naturales y
encontro la suma de los reciprocos de todas las potencias pares hasta la de orden 26 inclusive y planteé ademas
una expresion general para hallar estas sumas, demostrando que todas ellas mantienen una proporcion racional
con 7i° (siendo p un nimero par); algunos ejemplos:

0
1+i+i+i+ =2— n2
22 32 42 1.2.3
1 1 1 22 gt
l+—+—+—+ .........= —
24 34 44 1.2.3.45 3
1 1 1 24 A8
1+ 6+—6+ 6+ = —
26 36 4 1.23....7 3
24
1 1 1 2 76977927 g
I+——F——+—=+ e = T
226 326 426 1.2.3....27 1

AUn siendo estos resultados correctos, Euler recibi6 por parte de sus colegas muchas criticas en cuanto a la
falta de rigurosidad en los procedimientos empleados; por ejemplo la extrapolacion de las técnicas de
factorizacion de polinomios finitos a series infinitas; la falta de demostracion de que los Unicos ceros de la
funcién seno son los maltiplos enteros de =; la falta de rigurosidad al no considerar que otras funciones tienen
los mismos ceros que el seno y sin embargo sus desarrollos en series son diferentes, etc. Muchas de estas criticas
seguramente fueron acertadas, porque Euler se caracterizd por explorar nuevos caminos y utilizar técnicas
totalmente inéditas, arriesgandose por senderos ain inexplorados, dejando algunas veces de lado el rigor y la
formalidad analitica — un lujo que podia darse este visionario de las matemaéticas - jNo podemos exigirle a un
pionero y conquistador que vista de traje y corbata! *

A la izquierda, la portada de la obra “Introductio in Analysin Infinitorum”, Tomo 1 (1740) y a la derecha, un retrato
de Jakob Bernoulli, el matematico que populariz6 el Problema de Basilea.

Otra solucidn al Problema de Basilea

Las criticas a Euler hechas por sus colegas respecto a la falta de rigurosidad en las demostraciones y
desarrollos en su primera solucion al Problema de Basilea, asi como al empleo de técnicas cuya validez no
habian sido fehacientemente demostradas atn; fueron bien recibidas por Leonhard, quien en los afios siguientes
se preocup6 por buscar nuevas soluciones, con bases analiticas mas sélidas y utilizando técnicas mas rigurosas.

* Guillermo Grabisnky: “Euler, el Prestidigitador de las Series” (2007)



Asi en 1743 publico en el “Journal littéraire d’Allemagne, de Suisse et du Nord”, otra solucion empleando
métodos completamente diferentes. En esta ocasién considerd un circulo de radio unitario, en el cual tom6 un

113 ”

arco “s” para el cual sen s = x, resultando:

dx dx
S=arcsen x - ds= - S=| —

sds =

el

Cuando x varia desde 0 hasta 1, el arco s lo hace desde 0 hasta n/2; asi integrando el lado izquierdo de la
expresion (3) resulta ©°/8; mientras que en el lado derecho antes de integrar se efectia el desarrollo de la

expresion 1 , mediante el Binomio de Newton:
1-x2

2\-1/2 12,34 56 : oo I

@-x9) = 1+E X +§ X +E X" +etc al integrar esta expresion se obtiene:
1. 1.3
IL: x+i xS+ 3 X2 + 35 x| +etc resulta entonces:
/1_X2 2.3 2.4.5 2.4.6.7
x dx 1 x3dx 1.3 x°dx

I
2 \/1_)(2 \/1—x2 23 -2 245 12

Integrando término a término (desde 0 hasta 1) el lado derecho de la expresion anterior:

deX_ jxdx_J-xdx_

_[X dx I x3dx_2.4 J‘x7dx_6J' x° dx 2,46
1-x2 3.5 /1—x2 7 1-x2 3.5.7
y en general: J’ x"2 dx n+2J- x" dx
n+1 /1_X2
asi resulta, tenlendo en cuenta la expresién (3):
n? 11 1 1
— =1+ —+4+ —+ — + — + etc; ahora algunos arreglos:
8 .3 55 7.7 99
2
Zi=(1+l+i+i+ ........ )+(1+i+i+.i+ ..... ) = n—+l(1+l+l+i+i+....)
n2 9 25 49 4 16 36 64 8 4 4 9 16 25
2
1 T 1 1 3 1 = 1 T
- = 4= - —= = = - = =
an 8 4Zn2 4 n2 8 an 6

Y de esta manera por un camino totalmente distinto al primero, Euler Ilegd nuevamente al mismo
resultado; dando sobradas muestras del pleno manejo de técnicas y conceptos, pero principalmente de su ingenio,
originalidad y creatividad, que nos permiten casi 300 afios después, seguir disfrutando de las matematicas.

Las dos maneras mostradas aqui para resolver la suma de los reciprocos de los cuadrados, no fueron las Unicas
que propuso Euler, plante6 varias mas, siempre preocupado por hacerse entender, por dar ejemplos, por exponer
de manera clara sus razonamientos. Gran parte de estos desarrollos se encontraron en las cartas que intercambid
con su colega Christian Goldbach®, que conocié en 1727 a su llegada a San Petersburgo y con quien entablé
fuertes lazos de amistad. Goldbach compartia con Euler su pasion por la Teoria de NUmeros y las Series

5 Christian Goldbach (1690 — 1764): matemético prusiano, se dedicé principalmente a la Teorfa de Nmeros y es conocido
por la, en su honor llamada, “Conjetura de Goldbach”, uno de los problemas abiertos mas famosos de la matematica hoy dia;
esta conjetura la propone Goldbach en una carta dirigida a Euler, fechada el 07 de Junio de 1742, donde afirma que “todo
nlmero par mayor que 2 puede representarse como la suma de dos nimeros primos”; si bien hasta la fecha se ha demostrado
que es cierta “solamente” para los nimeros menores que 10, tampoco se hallé un contragjemplo.
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infinitas; durante mas de treinta afios se mantuvieron en contacto a través de correspondencias, cuyo valor
cientifico es muy alto, pues se encontré en ellas un volumen importante de material inédito; constan alli
resultados de varios trabajos tanto de Euler como de Goldbach; por este medio cada uno ponia a consideracion
del otro sus trabajos y también discutian sobre sus errores. La mayoria de los desarrollos de Euler acerca de
series infinitas datan de su primer estancia en la Academia de San Petersburgo, también en estos afios perdio la
visién en uno de sus ojos y hacia el afio 1741 se marchd Prusia con su numerosa familia®, aceptando la invitacién
a incorporarse a la Academia de Berlin, creada en el afio 1700 y cuyo principal impulsor fue el matematico
aleman Gottfried Leibniz.

A modo de conclusién

Los aportes de Leonhard Euler a las matematicas son invaluables, su produccion se inici6 en 1726
cuando escribi6 su primer trabajo’ - con tan sélo 19 afios — y se mantuvo a un ritmo vertiginoso hasta el dia de su
partida, a los 76 afios. Su obra es magnifica, no solo por su abrumador volumen, que lo convierte
indiscutidamente en el matematico mas prolifico de todos los tiempos — actualmente estan catalogados 866
trabajos -, sino principalmente por la excelencia en su calidad; las miles de péginas que escribio estan llenas de
resultados y descubrimientos geniales, todos originales, inéditos; Euler era un visionario, siempre ampliando
fronteras y conquistando nuevas tierras para las matematicas. Su obra matematica es muy amplia, trabajo en
Teoria de Numeros, Algebra, Célculo Diferencial, Anélisis, Cartografia Matematica, Teoria de Grafos, Calculo
Variacional, Ecuaciones Diferenciales, Nimeros Complejos, Variable Compleja,.... y la lista sigue. Las paginas
de las matematicas estan repletas de sus descubrimientos, Euler también introdujo f(x) como notacion funcional,
el nimero ¢, el simbolo Y. para las sumatorias, el simbolo A para los incrementos, la notacion i para la unidad
imaginaria, la notacion que usamos actualmente para las funciones trigonométricas, sent6 las bases de las
Funciones Beta y Gamma, .... y sigue la lista.

“Euler puede calcular sin ningtn esfuerzo aparente, exactamente igual que los hombres respiran y las
aguilas se mantienen en el aire” Frangois Dominique Arago®
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