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Resumen

El presente trabajo pretende introducir al alumno de carreras de ingenieria en la vinculacion entre la
formacion baésica, en este caso de la Geometria Analitica y el Algebra, y una aplicacion de Procesamiento
de Iméagenes tipica de desarrollos curriculares de afios superiores. La idea parte de un analisis casuistico
que desde sencillos conceptos desemboca en un algoritmo de gran utilizacion en la ciencia y la técnica
como lo es la Transformada de Hough y sus posteriores variantes. Con esto se pretende que el alumno se
potencie con criterios superadores del mundo acotado en el que desarrolla sus aprendizajes. Ademas, que
le permita encontrar formas creativas y alternativas para movilizar los recursos que necesita para
gestionar su crecimiento.

Del mismo modo, la utilizacién del recurso informatico propuesto le permitird incursionar en areas
de la Programacion, asi como la posibilidad de experimentar distintas situaciones de aplicacion del
algoritmo.

1. Introduccién

Un problema recurrente en el tratamiento informético de iméagenes digitalizadas es la deteccion de lineas
rectas. El caso méas simple que puede ser considerado es el de una serie de puntos negros discretos sobre
un fondo blanco.
El problema consiste en detectar la presencia de grupos de puntos colineales o casi colineales en la citada
imagen.
La respuesta se puede encontrar, para cualquier grado de exactitud deseada, probando las lineas formadas
por todos los pares de puntos y asi encontrar todos los subconjuntos de puntos que estan préximos a
rectas concretas.
El calculo necesario para n puntos es aproximadamente proporcional a n? y puede ser prohibitivo para n
grande
Este problema puede verse de una forma diferente usando un método propuesto por Paul Hough [1]
en1962, patentado por IBM, cominmente conocido como Transformada de Hough. Esta operacion es una
técnica de extraccion de caracteristicas muy utilizada en el analisis de imagenes, vision artificial y
procesamiento digital de imagenes.
Hough utilizé en forma exclusiva los parametros ordenada al origen (intercept) y pendiente (slope).
Desafortunadamente, esto tiene sus limitaciones, porque cuando la pendiente es horizontal o vertical,
existen problemas especificos, y esto requiere un tratamiento especial.
La transformada de Hough, universalmente utilizada en la actualidad fue modificada por Richard Duda y
Peter Hart [2] en 1972. Esta modificacion se Ilama "Transformada de Hough generalizada". Duda y Hart
sugirieron el uso de los pardmetros angulo-radio en lugar de pendiente-ordenada al origen.

2. Fundamentos matematicos
Dados n puntos en una imagen, se puede encontrar para cada uno de ellos infinitas rectas que lo incluyen,
La Geometria Analitica [5] indica que la ecuacién de las rectas que pasan por (X,y:) esta dada por:

y = m-(X— Xl) +Y1
En la notacion de la recta en base a los parametros a (pendiente), b (ordenada al origen), resulta;
y=mx+ (y1—mx) = ax+b

Si ahora se escribe la ecuacion anterior de la forma: b= -x.a + y y se considera el plano a-b (también
conocido como espacio paramétrico), para cada recta que pasa por el punto (x;,y1) en el plano x-y, se
obtiene un punto en el plano a-b.



En la figura 1 se observa que las tres rectas pasantes por (X;,y:) en el plano x-y mapean en tres puntos
alineados en el plano a-b. Generalizando, el haz infinito de rectas que pasan por (x;,y1) en el plano x-y

mapeara en una Unica recta en el plano a-b.
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Fig. 1. Izquierda, rectas en el plano x-y que pasan por el punto (X3,y1). Derecha, puntos correspondientes a
cada una de ellas en el plano a-b.

Si los puntos en el plano x-y (tipico caso de una imagen con una recta) estan alineados, en el plano a-b se
generara un haz de rectas de diferentes pendientes cuyo punto de interseccion sera el par de parametros de
la recta en el plano x-y, como se puede observar en la figura 2. En la misma, a la derecha se ve que las
tres rectas (correspondientes a los tres puntos alineados de la izquierda) se intersecan en un punto de
coordenadas (1,2), precisamente los pardmetros de la recta y=x+2.
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Fig. 2. Izquierda, tres puntos alineados en el plano x-y. Derecha, rectas correspondientes a cada uno de

ellos en el plano a-b.
3. Algoritmo de la Transformada de Hough

Para abordar el problema de encontrar un algoritmo &gil en la resolucion del problema consiste en
subdividir el espacio paramétrico en las llamadas " celdas acumuladoras ", tal como muestra la Figura 3,
donde (amin, amax) Y (Bmin, bmax) SON l0s rangos esperados para los valores de la pendiente (a) y de la

ordenada al origen (b).
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Fig. 3. Subdivisién del plano paramétrico para su uso en la HGT.



La celda de coordenadas (i,j),con valor de acumulador A(i,j), corresponde al rectangulo asociado a las
coordenadas del espacio parametrico (a;b;) . Inicialmente, estas celdas estan puestas a cero. Para cada
punto (XYi) en el plano imagen, se iguala el parametro "a" a cada uno de los valores de la subdivision
permitidos en el eje a, y se resuelve el valor "b " correspondiente, segun la ecuacién b= -x,.a +y,. Los
valores de "b " resultantes son aproximados en el eje b al valor permitido més cercano.

Para una eleccion de a, resulta un valor de by, en ese caso la celda correspondiente A(p,q) se incrementa
en uno de la cuenta que tenia.

Al final del procedimiento, un valor de Q en A(i,j) corresponde a Q puntos en el plano x-y tendidos sobre
la linea y = a; x + b;. El nimero de subdivisiones en el plano a-b determina la exactitud de la colinealidad
de estos puntos.

Volviendo a la figura 3, dada la ecuacién de la recta y = x + 2 que une los puntos alineados de
coordenadas A(1,3), B(3,5), C(5,7) y asignando a a un rango de -1 a 3 de 1 en 1, aplicando la expresién
b= - x.a +y, resultan los siguientes valores:

Para A(1,3): Para B(3,5): Para C(5,7):
al-1 0123 al-101 2 30 al_1 01 2 3
bl4 3210 b5 8 52 -1 -4 v|12 72 3 _38

Eligiendo: amin=-1, amax=3, bmin=-4, bmax=4 Y realizando el conteo en las celdas acumuladoras resulta el
cuadro de la tabla 1.

Tabla 1. Estructura de las celdas acumuladoras correspondientes al ejemplo

b/al|-1] 0 1 2 3
-4 0 0 0 0 X
-3 0 0 0 X 0
-2 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 X 0
0 0 0 0 0 X

1 0 0 0 X 0
2 0 0 |xxx| O 0
3 0 X 0 0 0
4 X 0 0 0 0

Finalmente, la celda con mayor nimero de cuentas entrega el resultado de los pardmetros de la recta en el
plano x-y, para este caso a=1 (pendiente) y b=2 (ordenada al origen).

4. Implementacion del algoritmo en Matlab®
Se da a continuacion una secuencia de pasos para la instrumentacion del algoritmo de la Transformada de
Hough [3, 4] utilizando el conocido software Matlab® [6]
Paso 1: Se introduce la matriz de imagen.
A=[100000;100000;010000;010000;001000;001000];
En este caso, la estructura que presenta esta representada en la figura 4.

100000
100000
010000
010000
001000
001000

Fig. 4. Izquierda: bitmap correspondiente a la imagen de la que se quiere hallar la ecuacion de la recta,
Izquierda: expresion matricial compuesta de elementos en cero y uno.



Paso 2: La estructura del bitmap de cualquier imagen (vista como una matriz) responde a un sistema de
ejes rectangulares con el eje de abscisas coincidentes, pero el de ordenadas en la direccion opuesta. Es por
ello que se debe ajustar la matriz A de datos, permutando la primera fila por la Gltima, la segunda por la
penultima y asi siguiendo

S=size(A); % dimension de la matriz, S(1): nro. de filas, S(2): nro. de columnas
B=A(S(1),:); % primera fila de la matriz

% Ajuste de la matriz

for i=S(1)-1:-1:1, B1=A(i,}); B=[B; B1]; end

Paso 3: Se da al parametro a de la ecuacién de la recta un conjunto de valores, obteniéndose un conjunto
de valores del pardmetro b, almacenandose los resultados en la matriz R (primera columna, valores de a;
segunda columna, valores de b).

Paralelamente, se va graficando mediante puntos los correspondientes pares sobre un gréafico.

cont=1;
for i=1:S(2),
for j=1:S(1),
if B(j,i)==1,
x=1; y=j;
for a=-S(1):5(1),
b=y-x*a;
X(a+S(1)+1)=a; Y(a+S(1)+1)=b;
R(cont,1)=a; R(cont,2)=b; cont=cont+1;
end % for a=1:M,
plot(X,Y)
hold on
plot(X,Y,'0")
hold on
end % termina if B(j,i)==1,
end % termina for j=1:S(1)
end % termina for i=1:5(2)
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Fig. 5. Puntos en el plano a-b correspondientes a puntos en el plano x-y.

Paso 4: Se crea una cuadricula para contar la cantidad de puntos que quedan sobre cada celda de la misma
(demarcadas por lineas verdes en la figura 5). Dicho conteo se lleva a cabo a través de la matriz
acumuladora, Z.

Al mismo tiempo se determinan los indices de fila y columna que contiene el mayor nimero en celda
acumuladora. Los indices mencionados quedan almacenados en las variables X e Y.

N=8; % Tamafio de la cuadricula
m1=min(R(:,1));m2=min(R(:,2));M1=max(R(:;,1));M2=max(R(:,2));
D1=(M1-m1)/2;D2=(M2-m2)/2;

asc=linspace(m1,M1,N); bsc=linspace(m2,M2,N);
Z=zeros(length(asc),length(bsc));ma=0;



for k=1:length(R(:,1)),
fi=ceil((R(k,1)-asc(1)+1e-7)/(asc(2)-asc(1)));
co=ceil((R(k,2)-bsc(1)+1e-7)/(bsc(2)-bsc(1)));
Z(fi,co)=Z(fi,co)+1,;
if Z(fi,co)>ma, ma=Z(fi,co); X=fi;Y=co; end
end

La matriz acumuladora Z queda, después de este proceso:

7=

MNOOOOOO
MNP ROoOOoOOOO
orhAwoooo
MV R ®OAR OO
cocoornvERrO
Cooco0Oo 5o
cCooo0Oo o0 u
coococog0or

Como se puede observar, el maximo acumulado por celda corresponde a la Z(3,5) con 12 cuentas.

Paso 5: Se ajustan los valores resultantes de los a y b correspondientes (en forma aproximada) a los
coeficientes de la recta.

asc(X)+(asc(2)-asc(1))/2
bsc(Y)+(bsc(2)-bsc(1))/2
hold off
Obteniéndose para el ejemplo los valores a= -1.7143 (pendiente) y b= 6.7857 (ordenada al origen). En
teoria, la recta correspondiente seria -2,x+6, pero dado los tamafios no puntuales de los pixeles, el
resultado es aceptable.
5. Transformada de Hough generalizada
Si en vez de trabajar con la ecuacion de la recta de parametros a,b se parametriza con el angulo [ de la

normal y la distancia algebraica [ desde el origen (ver figura 6), la ecuacion de una recta que
corresponde a esta geometria es:

p = X-€0s(0) + y-sin(e)
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Fig. 6. Ecuacion de la recta de pardmetros

Duda y Hart [2], en1972, sugirieron el uso de los pardmetros angulo-radio en lugar de los de pendiente-

ordenada al origen, que solucionaba algunos inconvenientes de la propuesta original de Hough. Esto es,

si la linea es horizontal, entonces "a" es 0, y si la linea es vertical, entonces, "a" es infinita.

En la propuesta de Duda y Hart, estas situaciones limites producen valores [ I(linea paralela)
(linea vertical), superando la problemética del manejo de cantidades infinitas.
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Fig. 7. Izquierda, tres puntos alineados en el plano x-y. Derecha, curvas correspondientes a cada uno de
ellos en el plano 111171,

El punto de interseccion de las curvas a la derecha de la figura 7, da con sus coordenadas los parametros
0y de la recta detectada en el bitmap.

El desarrollo algoritmico es idéntico, en cuanto a procedimiento, que para la Transformada de Hough
clasica, sdlo que en vez de utilizar una reticula a-b (con extremos amin, &max; Pminy Pmax) 10s limites son

e S maxs - mins Dmalx-
6. Conclusiones

Conforme a lo expuesto, se ha apuntado a desarrollar una secuencia didactica que vincule a la Geometria
Analitica con una aplicacion especifica del &mbito del Procesamiento de Imagenes a través de ejemplos
facilmente replicables y promotores de aprendizajes superadores.

Ademas, mediante el uso del recurso informatico a través de Matlab® se promueve el pensamiento légico
para llevar adelante la implementacién de un proceso algoritmico y plasmarlo en un programa que
resuelva los problemas planteados y permita internalizar los conceptos.

Como alternativas de mayor complejidad, es recomendable utilizar funciones Matlab® incorporadas
(built-in) como lo son hough, houghpeaks y houghlines y comparar los resultados con los desarrollos
algoritmicos propuestos en este trabajo.
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