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Resumen: La ensefianza de las EDO’s (Ecuaciones Diferenciales Ordinarias) de primer orden, en las carreras de
Ingenieria, consiste esencialmente en un analisis que permita identificar si la ecuacion pertenece a alguno de los
tipos especiales que se han resuelto previamente. Por otra parte, la teoria de Lie, a través de grupos de
transformaciones de Galois, ha servido para estudiar las soluciones de EDOQO’s invariantes bajo algunas
transformaciones uniparamétricas. Podran ser ecuaciones a variables separables mediante cambios de
coordenadas, o exactas mediante el uso de un factor integrante, determinando asi un unico fundamento
matematico para obtener soluciones exactas. Este articulo expondra el método del factor integrante de Lie.

Introduccion

El criterio de ensefianza de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, en los cursos de
grado en carreras de Ingenieria de las universidades consiste, esencialmente, en un analisis que permita
identificar si la ecuacion pertenece a alguno de los tipos especiales que se han resuelto previamente, o que exista
un cambio de variables que permita transformar la ecuacion en otra que encuadre en alguno de esos tipos [2].

Las ecuaciones diferenciales de primer orden, especiales, que se enseflan son: a variables separables,
homogéneas, lineales, exactas, de Bernoulli, entre otras, sin aparente relacion entre si. Sophus Lie (1842-1899)
utilizé la teoria de grupos de transformaciones de Galois para estudiar las soluciones de las ecuaciones
diferenciales. Lie descubri6 que las ecuaciones diferenciales eran invariantes bajo algunas transformaciones
uniparamétricas. De esta manera, podian convertirse en ecuaciones a variables separables mediante cambios de
coordenadas o en exactas mediante el uso de un factor integrante, determinando asi un unico fundamento
matematico para obtener soluciones exactas de las ecuaciones diferenciales lineales, homogéneas, exactas y de
Bernoulli, entre otras.

Se expondra, en este trabajo, la esencia de esa teoria y, en particular, el método del factor integrante de
Lie, aplicandolo para obtener la solucion de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales de primer orden.
Mediante el mismo se pretende divulgar, de manera elemental, la teoria de los grupos de Lie, de creciente
importancia en distintos &mbitos investigacion, como por ejemplo en la teoria del control [9].

Descripcion del Método
Se establecera un procedimiento que nos permita identificar cuales son las transformaciones que
mantienen invariante a una ecuacion diferencial.

Criterio de invariancia [6]:
La EDO de primer orden

f,»,y)=0 (1)

es invariante bajo las transformaciones uniparamétricas,
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Aqui, y en lo que sigue, suponemos que las funciones son de clase C” en las variable x, y,)’, etc.,y
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analiticas con respecto al pardmetro & . Entonces, desarrollando la funcién f (xl, ViV ) en serie de Taylor,

alrededor de & =0, obtenemos:
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utilizamos los respectivos desarrollos en serie de Taylor, alrededor de £ =0, y aplicamos la regla de la cadena
para la derivacion de funciones compuestas, podemos escribir:
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Esto nos permite obtener:
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Reemplazando (6), (7) y (8) en (5) obtenemos:
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Denominamos, luego
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y, definiendo, el generador infinitesimal:
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resulta

X (xo0.0) = Efctnf,+(n+(n, = &)y =57 £, (12)
Asi, reemplazando en (4),
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obtenemos:
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de la ecuacién (13) se desprende que Xf =0 es una condicion necesaria y suficiente para la invariancia de [
bajo el grupo de transformaciones que permitidé escribir la ecuacion (2). Esto significa que debe cumplirse

Sf + 77fy + (ﬂx + (7]}, - fx)y' - «fny )fy =(0 denominada condicion de invariancia infinitesimal, la

cual, conjuntamente con la ecuacion f (x, ¥, y') =0, permite obtener £ y 77; y, como consecuencia, el

generador infinitesimal X , el cual, a través de la serie de Taylor, conduce al grupo de transformaciones que
deja invariante la ecuacion diferencial.

No existe una manera sistematica de resolver las ecuaciones anteriores para cualquier EDO de primer
orden, ya que su solucion en todos los casos depende en mucho de la habilidad y la intuicion. Una estrategia, por
ejemplo, consiste en suponer nula una de las funciones y calcular la otra. En la actualidad existen varios
programas que permiten simplificar el procedimiento; por ejemplo Hereman [8]. El grupo que mantiene
invariante la ecuacion diferencial transforma cualquier solucion de la misma en otra solucion de esa ecuacion
diferencial.

En la teorfa de Lie se presupone que las funciones & y 77 son analiticas, o al menos de clase C “yse

equipa al conjunto de transformaciones (2) con una estructura de grupo mediante la operacion de composicion,
bajo la cual resulta un Grupo de Lie.

En este articulo so6lo damos un enfoque basico, y practico, de los grupos de Lie y no se pretende una
definicion formal y precisa de los mismos, para ello el lector interesado puede consultar [1] y [4].

Ejemplo N° 1:
Consideremos como ejemplo la ecuacion diferencial lineal de primer orden:

V' +p(x)y =q(x) (15)

entonces, podemos escribir
f(x,2,¥)=y"+p(x)y-q(x)=0
fo=pP(x)y—q'(x)
/= pX)
£ =1



Ademss, si )" =¢(x)— p(x)y. Suponiendo & =0 y reemplazando en la condicién de invariancia

infinitesimal, obtenemos: 7 p(x)+17, +7, (q(x)— p(x)y) = 0. Suponiendo ademas que 77 solo depende de

X, es decir n, = 0, obtenemos:

y, entonces,
7J‘p(x)dx
n=e
7J‘p(x)dx

En consecuencia, con las funciones £ =0y 7=e se obtiene un generador infinitesimal X de

esta ecuacion diferencial. Varios autores (ver [3]) han desarrollado tablas en las que se relacionan diversas
ecuaciones diferenciales de primer orden con generadores de grupos bajo las cuales dichas ecuaciones son
invariantes. En estas tablas las ecuaciones aparecen en una forma general, en la cual quedan incluidas la mayoria
de aquellas de las cuales se conoce solucion.

El siguiente teorema brinda un modo explicito para relacionar la solucion de una ecuacion diferencial de
primer orden, con las funciones & y 77 que permiten construir el generador de un grupo bajo el cual ésta es

invariante.

Teorema del Factor Integrante de Lie
Supongamos que la ecuacion diferencial sobre un dominio simplemente conexo,

M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0 (16)
admite un grupo uniparamétrico G, con funciones & y 77 del generador infinitesimal del grupo. Entonces, la
funcion:
Hlx,)= ot EManN#0  an)
X, y)=——— con
EM +nN

es un factor integrante de la ecuacion diferencial dada. El teorema se demuestra exhibiendo que la condicion de
invariancia infinitesimal y la condicion que debe cumplir una funcién £(x, y’) para ser un factor integrante de la

ecuacion diferencial son equivalentes. Desarrollando la ecuacion de invariancia infinitesimal para la ecuacion
(16), obtenemos:
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Para que la funciéon dada en (17) sea un factor integrante debe cumplir la condicién:
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= 19
oy ox (1
sustituyendo £/ dado en (17) en la ecuacion (19) obtenemos:
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Reordenando la ecuacion (20) vemos que coincide con la ecuacion (18) y el teorema queda demostrado.

—| p(x)dx
Para la ecuacion diferencial lineal de primer orden ya habiamos obtenido: &=0 y n=e I ! .
Reescribiendo y'+ p(x)y = ¢(x) en la forma [ p(x)y— q(x)] dx+dy =0, podemos expresar que resulta

M(x,y)=p(x)y—q(x) y N(x,y)=1. Asi, obtenemos el factor integrante que permite resolverla como
exacta:

1 L Jrwe

wx,y)= EM N = ST
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Consideremos ahora la ecuacion diferencial homogénea ) = g(—j . Reescribimos la ecuacion en la forma

f(xayay') = y’—g(ZJ =0 y calculamos:
X
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Suponiendo, nuevamente, & =0 'y efectuando los calculos correspondientes obtenemos

n=-y-+xg (Zj . Reescribiendo la ecuacion diferencial en la forma g (Z] dx—dy =0, obtenemos por
X X

otra parte que M (x,y)=g [Z) , N(x,y)=-1,ypodemos calcular el factor integrante para la ecuacién
X

diferencial homogénea:



1
M+nN
)
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Resolviendo la ecuacion diferencial exacta que surge después de multiplicar la ecuacion original por el
factor integrante obtenemos:

J.;du—lnxzc con uzZ
gw)—u X

Para terminar daremos dos ejemplos mas:

Ejemplo N° 2:

Sea la ecuacion diferencial (x +y° )dx —2xydy =0. La condicién de invariancia infinitesimal es:

1(n,=&)(x+)") 1r§y(x+y2)2_§[ 1 _x+y2)_n[l_x+y2]:0
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suponiendo 77 =0 obtenemos & = y el factor integrante de Lie es:

x+

1 1 1
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La solucion general de la ecuacion diferencial exacta resultante es: x = Ce 2

Ejemplo N° 3:
Supdngase la ecuacion diferencial:

que se puede expresar también en la forma:
[y—x(x2 +y2)]dx—[x+y(x2 +y2)]dy =0

Puede demostrarse que la ecuacion diferencial es invariante bajo el grupo de Lie de transformaciones
(rotaciones del plano euclidiano):

{xl = XCOS&—ysen &

Y, =Xxsen €+ ycos¢

luego, utilizando las ecuaciones (6), con £ =—y, 177 =X, el factor integrante de Lie es:

1 1
§M+77N_ x2+y2'

u(x,y)=

entonces, resolviendo la ecuacion exacta resultante, se obtiene:
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La teoria de Lie permite también transformar una ecuacion diferencial invariante bajo un grupo de
transformaciones, en una ecuacion a variables separables, utilizando las denominadas coordenadas
canonicas, cuyo desarrollo dejamos para otra oportunidad.

Conclusiones y Recomendaciones

El método del factor integrante de Lie permite tratar con una Unica técnica la solucion de la mayoria de
las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, que se ensefian en los cursos regulares de grado, tanto
lineales como no lineales.

Aunque la ecuacion de invariancia infinitesimal habitualmente implica calculos mas complejos y
extensos que los demas métodos de solucion, tiene la ventaja de que puede aplicarse para obtener una solucion
exacta en aquellos problemas para los cuales no exista un método tradicional.

Deberia considerarse la posibilidad de incorporar este método a los contenidos de los cursos regulares
en ecuaciones diferenciales, incluyendo el auxilio de los programas computacionales ya desarrollados.

El criterio de invariancia infinitesimal bajo grupos de Lie se utiliza también para reducir el orden de una
ecuacion diferencial ordinaria, EDO; y para reducir el niimero de variables independientes en una ecuacion
diferencial en derivadas parciales: EDP, ver por ejemplo las referencias [5], [6], [7].
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