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Resumen

Leonhard Euler ha sido uno de los matematicos mas geniales de todos los tiempos; su obra es espléndida no
solo por su abrumador volumen sino principalmente por su calidad; tenia un sello propio de inventiva y
creatividad sorprendentes, recorria caminos nunca antes explorados y percibia relaciones insospechadas.
Desarroll6 su obra en el S XVIII, época de esplendor de las ciencias y en especial de las matematicas, en la que
se destacaron otras figuras célebres como Leibniz; Newton; Johann y Jakob Bernoulli; Laplace; D’ Alembert y
Lagrange. De su vastisima obra, en esta presentacion nos detendremos en los logaritmos de nimeros negativos;
iremos recorriendo a través de la Historia de las Matematicas los vaivenes de su desarrollo, los aportes y
opiniones encontradas de renombrados matematicos y de como Euler en un “salto” de genialidad descubre la
solucion.

Breve contexto histérico

Leonhard Euler nacié en Basilea, Suiza, en 1707; desde pequefio mostré un talento excepcional para las
ciencias y en especial para las matematicas. Estudio en la Universidad de Basilea, bajo la guia y tutela del
afamado matematico Johann Bernoulli, quien pronto reconocié sus formidables dotes intelectuales; el propio
Euler escribid:

“Pronto tuve la oportunidad de ser presentado al famoso profesor Johann Bernoulli. Estaba realmente muy
ocupado y asi rehuso de plano darme lecciones particulares, pero me dio en cambio consejos mucho mas
valiosos para comenzar a leer por mi propia cuenta... Si me encontraba con algun obstaculo o dificultad tenia
permiso para visitarle con plena libertad todos los sabados por la tarde.”

A los 20 afios Leonhard ya habia culminado sus estudios y se presentd para ocupar la plaza de Fisica en

la Universidad de Basilea', pero no fue aceptado por ser muy joven. Para entonces ya tenia el ofrecimiento de
incorporarse a la recientemente creada Academia de Ciencias de San Petersburgo (Rusia), a través de sus amigos
Daniel y Nikolaus Bernoulli - hijos de Johann- que eran profesores en esa Institucion. Aceptd esa propuesta y se
dirigio alli, donde permanecio por 14 afios (1727 — 1741), ocupando las catedras de Fisica y Matematica. Desde
su llegada a San Petersburgo, Euler inicié su produccidn cientifica a un ritmo vertiginoso, que mantuvo por toda
su vida% dedicandose no solamente a las matematicas, sino también a otras ciencias como Fisica, Optica,
Hidraulica, Mecanica, Topologia, Cartografia, Arquitectura y Atrtilleria, Astronomia y Nadtica®. Su produccion
matematica ha sido vasta no solamente en volumen, sino porque trabajé practicamente con todos los temas
matematicos del momento: Teoria de NUmeros, Algebra, Teoria de Grafos, Célculo Variacional, Numeros
Complejos, Variable Compleja, Calculo Diferencial e Integral, Ecuaciones Diferenciales, entre otros. Apenas
llegado a San Petersburgo, Euler entabl6 una entrafiable amistad con otro profesor de la Academia que compartia
su pasion por la Teoria de Nameros y las Series infinitas, Christian Goldbach, con quien se mantuvo en contacto
a través de correspondencias por mas de tres décadas; las numerosas cartas entre Euler y Goldbach revisten un
alto valor cientifico, pues en ellas constan desarrollos inéditos y era el medio por el cual los amigos y colegas
ponian a consideracion del otro sus trabajos.
En 1741 Euler deja San Petersburgo y se dirigié a la prestigiosa Academia de Berlin (creada en 1700); alli
ademas de desempefiarse como profesor, trabajé y coordiné varias obras por encargo del Rey Federico Il de
Prusia. Durante los afios que estuvo en Berlin sigui¢ fuertemente vinculado a la Academia de San Petersburgo y
permanentemente envio trabajos para ser publicados en la revista de la Academia.*

Su excepcional vision acerca de los logaritmos

Durante los 25 afios que estuvo en la Academia de Berlin (1741 — 1766) su ritmo de produccion se
mantuvo tan vertiginoso como en los afios anteriores y es de este periodo que datan sus principales aportes al
estudio de los logaritmos, los nimeros imaginarios, el calculo en variable compleja, las identidades entre
funciones exponenciales y trigonométricas,...... y la lista sigue; pero nos vamos a detener en los logaritmos.

! Para esta ocasién escribid: “Dissertatio physica de sono” (1727), documento en el cual expone resultados de su
investigacion acerca de la naturaleza y propagacion del sonido.

2 A partir de los 20 afios y hasta su muerte a los 76 afios, en promedio, escribié 800 paginas por afio.

®Actualmente estan catalogados 866 trabajos y sus producciones matematicas constituyen poco mas de la mitad de este
volumen.

4 Durante los 25 afios que estuvo en Berlin envié a San Petersburgo mas de un centenar de trabajos, aproximadamente el
mismo volumen que publicé en Berlin.
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Desde hacia varios afios se venian planteando en la comunidad matematica opiniones encontradas sobre la
existencia de los logaritmos de nlimeros negativos Yy las figuras principales de este debate — en clara oposicidn —
eran nada menos que Johann Bernoulli y Gottfried Leibniz; las cartas que intercambiaron estos matematicos al
respecto, datan de los afios 1712 — 1713; pero transcurrieron casi cuatro décadas hasta que llegé la solucion al
dilema, nuevamente de la mano de Leonhard Euler, que lo resolvié en 1747, pero presentd sus resultados recién
en 1749 - un afio después de la muerte de su maestro y tutor - los cuales se publicaron en 1751 en la obra
titulada “De la controverse entre Mrs. Leibnitz & Bernoulli sur les logarithmes des nombres nagatifs et
imaginaires”; los dos afios transcurridos entre el hallazgo de la solucién y su presentacion, se estima que se
debio al respeto y amistad que lo unia a Johann Bernoulli; ya que como veremos, Euler demostré que algunas de
las suposiciones de su maestro no eran correctas. Vamos a comentar brevemente cudles eran las posturas y
argumentos de Bernoulli y Leibniz.

Bernoulli afirmaba que log(+x) = log(-x); es decir el logaritmo de un nimero negativo era idéntico al
logaritmo del positivo y ambos eran reales. Una de las cuestiones en que basaba su afirmacion era la igualdad de
las diferenciales, de las cuales concluia la igualdad de los logaritmos.

Liogrg =2 Liog(x) = = =2

dx X dx -X X

A su entender, las curvas que representaban ambas funciones eran simétricas respecto del eje y. Partiendo de:
log(-x)? = 2 log(-x) y por otra parte log(-x)* = log(x®) = 2 log(x); resulta que 2 log(-x) = 2 log(x) y entonces,
log(x) = log(-x); este fue otro de los argumentos de Bernoulli para defender su posicién.

Por su parte Leibniz afirmaba que los logaritmos de numeros negativos eran “imposibles”, porque de
existir deberian ser imaginarios, planteando que log(-x) = log(x) + log(-1) y log(-1) no era posible, ya que de
existir, su mitad serfa el log(v-1), lo cual consideraba imposible. Por otra parte, respondia a Bernoulli diciendo
que la igualdad de diferenciales que planteaba: d log(x) = d log(-x), no tenia sentido pues la regla para la
diferencial del logaritmo solamente era valida para x > 0. También hizo notar que de ser verdadera la afirmacion
de Bernoulli, log(+1) = log(-1) = 0; ademés log(-1) = 2 log(-1) = 0; resultaria asi que un niimero “imposible”
como V-1 tendrfa un logaritmo real.

Varios afios después de estar instalada esta discusion, aparecié en escena Euler, que comenz6 a
intercambiar opiniones sobre el tema con Johann Bernoulli. La actitud de Euler siempre fue de mucho respeto
por sus colegas, buscaba la manera de resaltar la honestidad intelectual de aquellos, reforzaba los argumentos
con los cuales coincidia y mostraba los errores y descuidos de sus colegas con mucho tacto; esta generosidad de
Leonhard fue reconocida en su época y enaltecié ain mas su figura. Asi, Euler destac6 los argumentos tanto de
Leibniz como de Bernoulli con los cuales coincidia, a la vez que planted los propios — aportando una vision
completamente novedosa y original - colocando cada pieza de este rompecabezas en la posicion correcta, lo que
permitié resolver el dilema. Euler reafirmd varios de los argumentos de su maestro; asi considerd correcta la
igualdad de las diferenciales, pero mostré que de éstas no se debia concluir la igualdad de las funciones y
planteo: d log(ax) = dx/x = d log(x); dejando ver que sus diferenciales son idénticas a pesar que ambas funciones
difieren en una constante. Continué Euler del lado de Bernoulli, cuando refutd la objecion hecha por Leibniz
respecto a que la igualdad de diferenciales solamente era valida para x > 0; en palabras del propio Euler:

“.... Esta objecion es no solo extremadamente deébil, puesto que no la sustenta ninguna razon valida, sino que
echaria por tierra todo el calculo diferencial de logaritmos. Puesto que dicho calculo versa sobre cantidades
variables.....sea cual fuere el valor que se le de a x, sea positivo o negativo, o incluso imaginario, .....pues la

>

validez del cdlculo diferencial se asienta en la generalidad de las reglas que lo constituyen ™.

Con este parrafo Euler dejé traslucir su posicion acerca de la existencia de los logaritmos no solo de los nimeros
negativos sino también de los imaginarios, colocandolos por primera vez en escena.

Pero Euler también tuvo puntos en coincidencia con Leibniz; al igual que él sostuvo que log(+1) y log (-1) no
podian ser iguales, para demostrarlo utiliz6 el desarrollo en serie de  log (1+X) - que ya lo habia demostrado en
el Capitulo 7 de su obra  “Introductio in Analysin Infinitorum”, Tomo 1,

2 3 4
X X X
1748):logl+X) = X — — + — — — + .........
(1748): log(1+x) > "3 2
Al asignarle a la variable el valor 0, se obtuvo log(1) = 0; pero al asignarle el valor -2, lleg6 a log(-1) =-2 -2 -
8/3-4-32/5-....... ; expresion que claramente es diferente de 0. Otra alternativa que planted, para demostrar

esta cuestion, fue partir de y = log(x), entonces x = €’ (siendo e = 2,718281828459), y al desarrollar en serie la
exponencial:
2 3 4
x=eY=14+y+ 4+ L 4 Y
1.2 1.23 1234
Asi para probar que log(1) = 0, se debe asignar a “y” el valor 0 y a “x” el valor 1, con lo cual resulta de la serie

1 = 1; pero para probar que log(-1) también es cero, debe asignarsele a x e y los valores -1 y 0, respectivamente,

+ o
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resultando de la serie -1 = 1; resultado claramente erréneo, con el cual Euler confirma que log(-1) no es cero. A
estas alturas, habia mostrado las debilidades y fortalezas en las posturas de Bernoulli y Leibniz y habia planteado
la extension de los logaritmos a los negativos (e imaginarios), pero no se detuvo aqui y da un ‘“salto”
sorprendente e inesperado, cuando afirma que el logaritmo de un ndmero no es Unico, sino que cada nimero
posee una infinidad de logaritmos, con valores diferentes; lo enuncia mediante un Teorema y jlo demuestral!;
la manera en que lo hace es genial; vedmoslo resumidamente. Del desarrollo del binomio (1+1/n)" :

n
l+l =1+1+ 1_1 i+ l_l :I_—E i-I— .........
n nj)1.2 n n)1.2.3

€ .9

Euler asumi6 que “n” es wun numero infinito y por lo tanto aproximé la expresion

(1" 1 1 1
asi: [1+—| =1+1+ —+ — + Foriaen. = 2,718281828459
n 1.2 123 1234

Al evaluar el binomio (1+y/n)", donde “y” es un numero finito y “n” un ntimero infinito, con la sustituciéon M =

nly, resulta M también infinito:

n yM yM M y
(1+X] :£1+L] :(1+ij = (1+iJ =eY ©)
n yM M M

Al sery = log (x), entonces x = e, igualando x con el lado izquierdo de la expresion anterior, resulta:
y=n (M-

y en palabras del propio Euler:
“.. como es cosa segura que x"? posee dos valores, x"* tres, x* cuatro, y asi sucesivamente, sera igualmente
seguro que x'" posee una infinidad de valores, puesto que n es un numero infinito... ...por lo que el numero x

deberd tener una infinidad de logaritmos”.

1/3

Euler logr6 demostrar asi que a cada nimero le corresponden infinidad de logaritmos y ademas se
propuso encontrar una expresion general para los logaritmos de un ndmero positivo y planteo: log(a) = log(a. 1)
= A + log (1), siendo A el valor del logaritmo real del nimero; de esta manera bastaria con encontrar los
logaritmos de 1, para hallar los logaritmos de cualquier nimero positivo. A estos efectos planted:

n
(1+1) =e¥ =x (4)

n

[T 1)

y observo que al asignar en la expresion anterior el valor 0 a “y”, resulta x = 1, de manera que y = 0 es uno de los
valores que satisface dicha igualdad, demostrando una vez mas que cero es el valor real del log(1), pero aln
faltaban hallar las raices imaginarias de la ecuacion (4) y a estos efectos recurrié a la factorizacion de una
expresion del tipo p"- q", en factores cuadraticos de la forma: p® — 2pq cos(2kn/n) + g (donde k es un entero); lo
cual ya habia demostrado en su obra “Introductio”; asi al plantear la ecuacién p® — 2pq cos(2kn/n) + g> = 0y
resolverla, se obtienen las raices de p"- q":

p:q[cosz—rk:c i\/—_lsensznj (5)

n
Para buscar los valores de log(1), de la expresion (3) resulta: (1+ Xj -1=0
n

- L 2k 2k
De manera que al sustituir p = (1+y/n); q = 1 en la expresion (5): 1+l:cos T 4 J~1sen Tn
n n

al ser n un ndmero infinito, resulta:

14y o141 2
n n

y finalmente:

y= £v-1 2kn = log(+1)

De esta manera Euler demostro que log(1) tienen un Unico valor real — el cero — e infinidad de valores
imaginarios, todos distintos, que difieren en una constante.



Para hallar los logaritmos de nimeros negativos, bastaria con encontrar los valores de  log(-1), ya que log(-a) =

n
A +log(-1), siendo A un nimero real, asi la expresion (4) resulta: (1+ XJ +1=0
n

Para resolver la ecuacion anterior Euler propuso la factorizacion de expresiones del tipo p" + q" en factores
cuadraticos de la forma®: p? — 2pq cos(r(2k-1)/n) + g% cuyas raices son:

p= q(cos +\/_ @j (5)

Con la sustitucion p = (1+y/n); g = 1 y n un nimero infinito, resulta:
y= tvJ-1 n(2k-1)

log(-1)= +v/—1 n(2k-1)

con lo que demostré que al nimero (-1) le corresponden infinidad logaritmos (imaginarios), todos distintos al
diferir entre si en una constante.

Al haber encontrado los logaritmos de +1 y -1, quedan resueltos los logaritmos de todos los nimeros
reales. A estas alturas ya estamos convencidos de que a cada nimero positivo 6 negativo le corresponden
infinidad de logaritmos, solamente uno de los cuales es un valor real - para el caso de los positivos -, los demés
son imaginarios y aqui no podemos dejar de reivindicar a Leibniz, que habia intuido esta cuestion. Pero
volvamos un momento sobre la igualdad que planteé Bernoulli: log(-1)2 = log(+1) = 2 log(-1) a la luz de los
resultados de Euler; se observa que para cualquier entero k, los valores del log(-1) resultan multiplos impares de
n, que al duplicarlos resultan en maltiplos pares, los cuales van a coincidir con algunos de los valores de log(+1),
pues éstos Ultimos son todos mdltiplos pares de r; reivindicando asi a Bernoulli.

Asi Euler resolvi6 la cuestién de los logaritmos de nimeros negativos, mediante su genial percepcion de
la existencia de infinidad de valores diferentes, asi como de la coexistencia de logaritmos reales e imaginarios
para un mismo nimero; pero no se detuvo aqui, como podemos apreciar en los desarrollos precedentes aparece
en varias oportunidades V(-1), o sea la unidad imaginaria’, de manera que a titulo seguido Euler se di6 a la tarea
de encontrar los logaritmos de los nimeros imaginarios, pero sobre ellos conversaremos en otra ocasion.

Volviendo sobre algunos pasos
Anteriormente en esta presentacion dijimos que Euler habia demostrado en el Capitulo 7 de su

“Introductio” (1748) la representacion en serie:
2 3 4
X X X
logll+X) =X — — + — — — + .........
9(+x) 2 3 4

y a partir de alli, trabajé para resolver los logaritmos de nimeros negativos. Pero veamos cémo llegd a este
desarrollo y cémo determing la base de los logaritmos naturales.
En el Capitulo 6 de “Introductio”, trata sobre exponentes y logaritmos y como ejemplo, desarrolla una tabla de
valores para logaritmos en base 10. Luego en el Capitulo 7, trata sobre la representacion en serie de logaritmos y
exponenciales; utilizando infinitésimos e infinitos, a los que llama ndmeros infinitesimales e infinitos,
respectivamente. Hagamos aqui un paréntesis para volver sobre el manejo un tanto deliberado que hacia Euler
sobre cuestiones que actualmente revisten un caracter analitico riguroso; los criterios de rigor de aquellas épocas,
no eran los mismos de hoy en dia; y ademéas no podemos dejar de lado la forma intuitiva que tenia el genial Euler
para trabajar; muchas veces mas preocupado por utilizar y desarrollar nuevos conceptos, que por la justificacion
estricta de los mismos. Asi en sus trabajos utiliz en varias ocasiones cantidades infinitas e infinitesimales, sin
definirlas de manera exhaustiva.
En el Capitulo 7 de “Introductio”, Euler plante6 que siendo a un niimero positivo y ® una cantidad infinitesimal:
® = 1+ko , entonces: » = log (1+ko) ; donde k es una constante que depende de a.
Como ejemplo propuso a =10 y ® = 1/106; y obtuvo k = 2,30258. Luego definié como z a una cantidad finita y
plante() que i =z / ® seria entonces una cantidad infinitamente grandeg. Con lo cual resulta:

= (L+ko) = 1+iko+ - )(k ®)? + M

® También esto lo habia demostrado en su obra “Introductio in Analysin Infinitorum” (1740)
" Enesta presentacion se ha mantenido la nomenclatura “v-1” utilizada en la obra “De la controverse entre Mrs Leibnitz &
Bernoulli... .... ”

® En este trabajo Euler llamé “i” a una cantidad infinita, aiin no habia utilizado esta nomenclatura para la unidad imaginaria
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Ahora con la sustitucion ® =z /1 :

a? = 1+k z+'2;1k222 +wk3z3+

Y 2.3.i2
Al ser i infinitamente grande:
e o O I e
i - ’ 2i - 2 L] 3i - 3 y rararassmms
2,2 3,3 4.4
aZ=1+kz+kZ +kZ +kZ + o
2 2.3 2.3.4
Tomando z = 1, encontrd una relacion entre la base del logaritmo y la constante k.
2 k3 k4
a=1l+k+—+—+—+ ...
2 23 234

Y a partir de esta expresién corrobor6 que al ser k = 2,30258 el valor de la suma se aproxima a 10, como ya lo
habia mostrado con anterioridad. Seguidamente trabajo6 en la bisqueda de una serie infinita para representar los
logaritmos:

o = log(L+ke) - oi = log(l+ke)!

Qrko) =14+ x > io = %[(1+ X)L/ —1]
log(l+X) = i o = H(n x) L/ —1]

Del desarrollo del binomio del lado derecho de la Gltima expresion resulta:

@+ = 143 —ﬁ ﬁ_ ﬁ
i 2il 3i 4i ---------
Iog(l+x)—l f_ﬁJrﬁ_ﬁJr _1 X—£+£_ﬁ+
Kl 2i 3 40 | T T

El desarrollo anterior también es valido para valores de x negativos:

2 3 4
1 X X X
logl—X) = — = | X+ —.4—+ —+.........
9 ) k[ 2 3 4 J
3 5 7
1+x 2 X X X
logl+x)—logl—Xx) =log| —— |= — | X+ — .+ —+ —+.........
g(@+x)-log(1-x) g(l_xjk[357 J
1+x a-—
—=a > X=—
1-X 1+a
2 x3 x5 x7
loga=1= — | X+ —.+—+ —+.........
k 3 5 7

a-1 1(a-1 1(a-1) 1 (a-1)
k=2|—+2|—| +=|—| +=|—=| +.0ro.

1+a 3\1+a 5\1+a 7 \1+a
Y Euler encontro asi una expresion para el valor de la constante k en funcion de la base a; con la cual
nuevamente determind (por tercera vez) que para a = 10, el valor de k se aproxima a 2,30258. Asi ha recorrido el

camino de ida y vuelta, encontrando expresiones que permiten hallar k conociendo la base y determinar cual es
el valor de la base que corresponde a cierta constante k. Asi en la expresion:

k2 k3  k*
a=1+k+—+—+ + e
2 2.3 234
Asigné a k el valor 1 y obtuvo:
1 1 1
a=1+1+—+—+—+ ......
2 23 234



Valor que aproximé con 23 decimales: a = 2,71828182845904523536028; y al cual designo con la letra e; a los
logaritmos con esta base los denominé Naturales o Hiperbélicos.

A modo de conclusién

Leonhard Euler ha sido el matematico mas prolifico de todos los tiempos, actualmente estan catalogadas
866 obras; sin embargo, no es la cantidad la caracteristica mas destacable, sino su excepcional calidad; en esta
vastisima produccion no hay repeticiones, todas sus obras tienen el sello inconfundible de su autor: genialidad,
creatividad y una vision Unica, que le permitio ir mas lejos, ver mas alla, ampliar permanentemente las fronteras
y conquistar nuevas tierras para las matematicas; y si a esto le sumamos el respeto que Euler mostré por sus
colegas y amigos, podemos comprender porqué fue reconocido por ellos como uno de los méaximos referentes de
la disciplina; asi es que un matematico de la talla de Pierre Simon Laplace escribi6 a finales del S XVIII:

“Leed a Euler, leed a Euler; él es el maestro de todos nosotros.”

El lugar de privilegio que supo ganarse, se mantuvo por casi 300 afios y sigue totalmente vigente hoy;
porque los aportes que hizo fueron de magnitudes excepcionales; trabajo en practicamente todos los temas
matematicos de su época: Calculo Diferencial, Series Infinitas, Teoria de NuUmeros, Numeros Complejos,
Funciones, Variable Compleja, Geometria, Algebra, Ecuaciones Algebraicas, Ecuaciones Diferenciales, entre
otros. De igual manera esta presente Euler en la simbologia y nomenclatura que a diario utilizamos quienes
estudiamos matematicas, a €l le debemos la notacién f(x) para las funciones, la notacién actual (senx, cosx, etc)
para las funciones trigonométricas, >. para designar sumatorias, A para los incrementos, i para la unidad
imaginaria, e para la base de logaritmos naturales; también populariz6 el uso de w, desarroll6 las bases de las
Funciones Beta y Gamma,... y la lista sigue.

INTRODUCTIO
IN ANALYSIN
INFINITORUM
AVUCTORE
LEONHARDO EULERO
Pesfeffre Ragio Ranorinss, & deadowie foe

Jeriali Scientiaren PR 100101 TAN &
Jocw,

LAUSANNGE

Aged Mancom-Micuatios DovsaysT & oo

MOCCXLYIIL

|& p |

A la izquierda un retrato de Leonhard Euler del afio 1753 y a la derecha la portada de su obra “Introductio in
Analysin Infinitorum”, Tomo 1 (1748).
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