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Resumen: Los alumnos, la mayoria de las veces, resuelven correctamente los problemas relacionados con el
Teorema de Stokes, sin tener en cuenta los conocimientos adquiridos en Fisica Il. El objetivo del presente
trabajo consiste en abordar los problemas que se presentan en Fisica Il a través del desarrollo del citado
Teorema.

- - 1. a3 3 - .
El Teorema de Stokes enuncia: Sea un campo vectorial 43D € R® — R" con derivadas parciales
continuas, @ (contenida en D) una superficie abierta orientable, regular, con vector normal que varia con

continuidad y C una curva regular cerrada que limitaa 3 , entonces la circulacién de 4 a lo largo de C en sentido
antihorario, es igual al flujo del rotor de 4 a través de # considerando que el vector normal apunta hacia afuera

(ver Figura 1)
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Figura 1

Veamos previamente qué es un rotor:
El rotor es un vector que se obtiene operando sobre otro vector, calculando el producto vectorial de ¥ con A

(siendo A4+ campo vectorial diferenciable).

Supongamos que tenemos una corriente de agua y las flechas indican la velocidad de la misma. El agua fluye
horizontalmente por una cafieria y la longitud de las flechas indican la velocidad de esa capa de agua.
Consideremos ahora, que en un determinado punto del fluido se produce una circulacion alrededor de una curva
cerrada C; si colocasemos un molinete en dicho punto, la circulacion del fluido alrededor de C afectara la
magnitud de giro de dicho molinete, ya que la diferencia de velocidad entre las capas, va a producir un giro del
mismo."(ver Figura 2)
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Figura 2

L El rotor de un vector es un indicador de ese giro, nos indica si hay remolino o no en ese fluido.
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Vamos a analizar cdmo se puede explicar este fendmeno observado utilizando el Teorema de Stokes.
Analicemos primero los dos miembros de la igualdad de la tesis del Teorema

1° miembro:

A dr
£ es la circulacion del campo vectorial A a lo largo de C.
Consideremos la linea C, borde de una superficie S, en cada punto de ella acttia un campo vectorial & (x.y.2) La

idea es proyectar el vector & sobre la direccion dr, o sea, la sombra de & sobre cada diferencial de linea
(diferencial de C).

Es decir, se estudiara la influencia del vector & sobre C. En consecuencia, & 82 | es la influencia del campo A
sobre la porcion de linea dr.
Si realizamos la sumatoria de esas contribuciones, sobre todo el borde de C obtendremos la contribucion total:
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2° miembro:

J] (VxA).77dS _ — o
= esel flujo del rotor de A | a través de la superficie S.

Con el rotor de £, miramos el efecto de rotacién (que es otro vector) que produce el mismo, con respecto a la
superficie.

En cada punto de la superficie, se tiene un vector saliente perpendicular a la misma.

La operacién: indica la proyeccion del rotor sobre la direccién del vector perpendicular a la superficie; o sea,

estamos analizando el efecto que tiene el rotor sobre el vector superficie. Observemos que (v=a) y 85 no
tienen por qué tener la misma direccion en cada punto.

J] (VxA).77d5
Efectuando las proyecciones en cada punto y sumando todas las contribuciones, se obtiene /=
¢Cbémo explicamos fisicamente esa igualdad del Teorema de Stokes?
Volviendo a la situacion propuesta, si colocasemos un molinete sobre la superficie de un fluido, de modo tal que
la circulacion del mismo alrededor de una curva cerrada C, afectara la magnitud de giro de la rueda, la misma

¥

girard mas rapido cuando su eje coincida con la direccion del , eso da cuenta del efecto que tiene el vector del
campo vectorial.

El fluido gira alrededor de ese eje imaginario -rotor-, provocando una circulacion alrededor de C, con velocidad
angular de rotacién, W , como se aprecia en la Figura 3.
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Figura 3
Si “extendemos” este efecto rotacional a todos los puntos de la superficie, cada par de vectores velocidad de
sentidos opuestos (pares :verde-rojo, ver Figura 4) se anulan, quedando la circulacion final alrededor de la curva
“borde” de la superficie.
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Figura 4

Lo que implica que la sumatoria de los diferenciales de area dard como resultado la circulacion de la curva.



Veamos el siguiente problema: _
Aplicar el Teorema de Stokes para calcular la circulacion de 4G ¥, 2) = (2x. 32.x) a |0 largo de la siguiente
curvainterseccionde ¢ =z+x*+y* y 2=z—xF—y*? (Figura 5)
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Figura 5

Resolvamos primero la integral curvilinea, consideremos la curva C interseccion de la superficies dadas .

Figura 6

Parametricemos la curva: .
T (t) = (cost, seFt, 3) entonces dr (t) = (—sent, cost, 0)

Realizamos un cambio de variablesen A @) = (2y.Bz.x)
Obtenemos: A = (Zsent. 9, cost)

2T
£ [(2sent] .9, cost)(—sent, cost, 0)dE = =27

Calculemos ahora la circulacidon, aplicando el Teorema. Para ello primero, asignemos nombre a las tres
superficies?:

510 =+ xz-l-yz—4-= 0
Sqf Z— xz—yz—2= 0

S;:z=3

2En las tres superficies la curva borde €' determina la region de integracion

C':{ xz‘l'Fz =1
=3



Comencemos con )]
Calculemos previamente el rotor de &, el versor normal a la superficie y el dS

i j ok
vei=|% 2 98 =(-3-1,-2)
dx dy dz
2y 3z =x
Syt z+ x4yt —4=10 entonces el versor normal a dicha superficie es:

Sustituyendo en (1I):

u (-3, -1.-2). {Eiﬂi” [FF [lax dy

Pasamos a coordenadas polares:

J] am 1{_ 3, -1,-2) @ cusE‘,Eamﬁ', 1)
I
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J] [(—Bcosf] — 2senf + 2) pdpdf = —2x
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¢Qué hubiese sucedido si realizara el calculo por las otras superficies?
Trabajemos con ¥z z =3
El rotor de 4 es el mismo que el utilizado para S;: ¥V x A= (=3, -1, -2)

-r

El versor normal a dicha superficie es %

osea G5 = dxdy
IL (-3.-1,-2).(0.0,1) dxdy
3

Pasemos a coordenadas polares y resolvamos:

il
J] —2 pdpdf = —2mw
oo

Nos podemos preguntar: ;Por qué obtengo el mismo resultado cuando integro en distintas superficies?

Consideremos otro ejemplo para ayudarnos a responder:

Pensemos la siguiente situacion: se sumerge en agua jabonosa un aro de metal (C: contorno de la superficie) al
soplar van forméandose pompas de jabon de diferentes superficies. En cada pompa se crea un campo de tensiones,
mientras no se desprenda del aro, a medida que va creciendo la burbuja, la superficie aumenta, el flujo

permanece constante-.

Extrapolando esta situacion, podemos pensar, que si considero distintas superficies, pero con la misma curva

borde, al mantener el mismo rotor, el flujo permanecera constante.
Trabajemos ahora con S,

El rotor de & es el mismo que el utilizado para S,y S ¥ x A= (—3,—1,-2)

(2x. 2y, 1)

I¥7l



(2x, 2y, —1)

S2: xP4y*-z+2=0 entonces el versor normal a dicha superficie es: I

(2%, 29,—1) [[FF|
-3, -1,-2} — . dxEy
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Pasemos a coordenadas polares y resolvamos:

2T
J] (—3. -1, —1). (2cosf, 2zenf, —1) pdpdf
oo

2w
J] [{(—6cosf] — 2zenB + 1) pdpdf = 2n
ne

El resultado en valor absoluto coincide, pero por qué quedé con distinto signo?

Esto se debe al sentido de circulacion a lo largo de la curva C, para ponernos de acuerdo con la orientacion de la
misma, supongamos un observador de pie sobre la superficie que mire la curva desde el extremo superior del
versor normal, la superficie queda a su izquierda.

Tanto en S; como en S, la circulacion sera en sentido antihorario, o sea, el flujo del rotor a través de cualquiera
de las dos superficies, en el sentido del versor normal que apunta hacia afuera, sera en la direccion de los z
positivos. Contrariamente en S; la circulacion sera en sentido antihorario, pues el versor normal que apunta hacia
afuera, esta en la direccion de los z negativos.
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