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Resumen

El concepto de limite que se desarrolla en la asignatura Analisis Matematico | de las carreras de Ingenieria es el
primero en el que los alumnos necesitan un significativo manejo simbdlico, abstracto y visual. Teniendo como
referente la teoria de Duval sobre los registros de representacion semiética, y considerando las dificultades
detectadas en el aprendizaje del concepto de limite, se esta llevando a cabo una tesis de Maestria con el proposito de
analizar el desempefio de los alumnos frente a los distintos registros de representacién y sus conversiones. A partir de
los resultados de la misma se pretende contribuir a propuestas de mejora en la asignatura. En esta oportunidad se
muestran avances parciales al respecto, que recogen el trabajo de campo realizado al inicio del afio 2011 en la FRSN.

Introduccién

El concepto de limite que se desarrolla en la asignatura Analisis Matematico | de las carreras de Ingenieria de
la Facultad Regional San Nicolas (FRSN) da fundamentacion tedrica para el desarrollo de los contenidos de Calculo
Diferencial e Integral y es el primero en el que los alumnos necesitan manejo simbélico, abstracto y visual.

Los docentes de dicha asignatura detectan dificultades en el aprendizaje de los alumnos, particularmente en la
unidad de limite. Pero no solo el aprendizaje ha probado ser tan significativamente dificil, sino también su
ensefianza. Algunos docentes de Matematica priorizan definiciones tediosas y promueven actividades rutinarias, que
poco tienen que ver con variedad de registros y conversiones entre los mismos.

En este trabajo se tendrd como referencia tedrica principal a la teoria de registros de representacién semidtica
y su incidencia en el aprendizaje de la Matematica, particularmente en el concepto mencionado. Este enfoque ha sido
desarrollado por Duval [1], quien sostiene que las acciones de tratamiento (transformacién en un mismo registro) y
de conversion de registros (transformacion de un registro a otro) son imprescindibles en la actividad matematica.
Sostiene el autor que una representacién puede funcionar verdaderamente como tal, es decir, permitirles el acceso al
objeto representado, sélo cuando se cumplen dos condiciones: que dispongan de al menos dos sistemas semiéticos
diferentes para producir la representacion de un objeto o de una situacion y que “espontaneamente” puedan convertir
de un sistema semi6tico a otro las representaciones producidas, sin siquiera notarlo. Cuando alguna de estas dos
condiciones no se cumple, la representacion y el objeto representado se confunden y no se pueden reconocer dos
representaciones diferentes de un mismo objeto [1].

El siguiente diagnostico es compartido por docentes de primer afio de la FRSN:

v' Los alumnos desconocen ciertos simbolos matematicos. Desde el inicio del cursado en Andlisis
Matematico I, en la unidad de funciones, el desconocimiento de determinados simbolos, propios de la Matematica,
les ocasiona dificultades a los estudiantes. Estas se agravan particularmente en las siguientes unidades, cuando se
introduce limite y continuidad de funciones.

v Los alumnos prefieren ciertas actividades en detrimento de otras, que involucran diversidad de
representaciones. Los estudiantes tienen dificultades para graficar o buscar leyes que verifiquen determinadas
condiciones. Hacer que los alumnos lean y expliquen un texto donde prevalecen los simbolos matematicos es mas
dificil y provoca mayor resistencia que pedir que realicen célculos. A éstos los resuelven por lo general de manera
rutinaria sin detenerse a interpretar los resultados.

v Los alumnos tienen dificultad para justificar el valor de verdad de las proposiciones matematicas.
Cuando se les solicita a los estudiantes que por medio de teoremas, definiciones o ejemplos determinen y justifiquen
la veracidad de una cierta proposicion, son pocos los que logran expresarse en forma completa y ordenada.

El diagndstico presentado y la complejidad del concepto de limite dieron origen al trabajo que se presenta. El
estudio se ha focalizado en dos especialidades que presentan caracteristicas diferentes: Ingenieria Industrial, en la
que la mayoria proviene de escuelas donde la formacién en Matematica no es el fuerte, e Ingenieria Electronica, en la
cual la generalidad de sus ingresantes proviene de escuelas técnicas, lo que les brinda una mejor preparacion en los
conocimientos basicos necesarios para estudiar Ingenieria. Para realizar la experiencia solamente se tuvieron en
cuenta los alumnos que cursaban la asignatura por primera vez. Se ha clasificado el desempefio de los alumnos en
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actividades de tratamiento en los registros grafico, natural y simbdlico, asi como en las conversiones entre estos
registros.

Fundamentacién

A partir del concepto de limite y continuidad, se puede analizar cémo se comporta una funcion tanto en
intervalos pequefios alrededor de un nimero real como cuando valores del dominio aumentan indefinidamente. El
estudio del limite de una funcién es uno de los primeros temas que incluye el Analisis Matematico (o Calculo),
especificamente el Calculo Infinitesimal. Ademas de la complejidad del concepto matematico en cuestion, existen
particularidades que pueden influir en su aprendizaje, como la imagen popular de que es dificil, fria y ultra-racional
[2], o el lenguaje simbdlico que utiliza. En la Universidad se comete, muchas veces, un exceso en el uso de simbolos
desde el comienzo de la ensefianza, como si por el solo hecho de ingresar a la Universidad los alumnos tuvieran la
obligacién de dominarlo, cuando se sabe que la formalizacion y el uso riguroso de los simbolos légicos precisamente
no es el fuerte de la escuela media en general.

El nivel de conocimientos matematicos que el alumno reciba a través de la ensefianza universitaria debe
permitirle adoptar una postura critica y creativa ante un problema dado y brindarle las herramientas de razonamiento
necesarias para su resolucion. Esto hace que se cuestione cémo debe ser la Matematica que se les ensefia. La primera
oportunidad para entender la légica de la definicidn de limite es Analisis Matematico I. Los alumnos que vieron este
concepto en la escuela media lo trabajan en forma intuitiva. Esto resulta razonable, teniendo en cuenta que a esa edad
no se les puede pedir la rigurosidad del formalismo de dichos conceptos. No puede aceptarse que un ingeniero
adolezca de falta de desarrollo 16gico como para entender este concepto.

La ensefianza en general, y en este concepto en particular, debe orientarse a promover un aprendizaje
reflexivo, proponiendo el trabajo no sélo de tratamiento sobre distintos registros sino también de conversiones entre
registros.

Desarrollo

De acuerdo a la problematica que se aborda: desempefio, en cuanto a los tratamientos y conversiones de
registros, de los alumnos de Ingenieria Electrénica e Industrial de la FRSN-UTN en el estudio del concepto de
limite, se utilizd un enfoque cualitativo, ya que se trabajé sobre la realidad, intentando ser lo mas fiel en la
interpretacion de los hechos que se observan [3]. Los métodos cualitativos suelen resultar mas apropiados para el
campo educativo en general, segun lo demuestra la practica misma de la investigacion [4].

Se ha ideado un disefio no experimental, ya que no se manipularon en forma intencional las variables
independientes, sino que se ha observado el fenémeno tal y como se da en su contexto natural, para después
analizarlo.

En este trabajo se consideran los siguientes registros:

v Registro grafico: contempla representaciones de funciones en un sistema de coordenadas cartesianas
ortogonales y bocetos informales que prescindan de un sistema de referencia. Estad vinculado al concepto de
visualizacién de Zimmermann [5] quien afirma que conceptualmente el papel del pensamiento visual es tan
fundamental para el aprendizaje del Analisis Matematico que es dificil imaginar un curso exitoso de esta materia que
no enfatice los elementos visuales del tema si se tiene la intencion de promover un entendimiento conceptual.

v Registro natural: se lo asocia a la lengua materna, primera lengua que una persona aprende y que se
emplea como modo de expresidn habitual en los diversos &mbitos de la vida corriente, para realizar descripciones,
explicaciones, argumentaciones, deducciones, etc., con el objetivo de comunicarse. Puede emplearse en forma oral o
escrita, considerdndose en este trabajo esta Ultima.

v Registro simbdlico: la Matematica se apoya en un lenguaje simbdlico formal, a veces denominado
algebraico, que sigue una serie de convenciones propias. En este trabajo se contempla el lenguaje simbolico
integrado por dos partes: registro simbélico con predominio procedimental, en el que el alumno deba aplicar, para
resolver un problema planteado, estrategias sencillas o rutinarias, y registro simbdlico con predominio conceptual,
en donde el alumno necesite conocer y manejar los simbolos propios matematicos de las definiciones de limite. En
este tipo de ejercitaciones es necesario trabajar con mayor rigurosidad para entender la l6gica de las definiciones y/o
propiedades. Se trata de una instancia en la que se involucra un pensamiento mas formal y comprensivo que la
anterior.

Ademas, se tuvo en cuenta el término conversidon entre registros como el pasaje de uno a otro
indistintamente, por ejemplo: conversion “simbdlico-grafico” significara convertir del registro simbolico al grafico y
viceversa. Si es necesario destacar una de ellas, se indicara con la frase “en este sentido”, por ejemplo si se menciona
solamente la conversion del simbdlico al gréfico, se indicara: conversion “simbolico-gréfico (en este sentido)”. Para
obtener conclusiones se consider6 que una persona comprende efectivamente un cierto contenido cuando logra
desempenarse satisfactoriamente en los tres registros considerados, tanto en su tratamiento por separado como en las
conversiones entre pares involucradas.



En el inicio de la unidad, cuando se trabajé con limite finito para variable finita, las clases se dictaron
siguiendo el esquema de la catedra, con la cartilla existente, independientemente de esta investigacién. Los trabajos
practicos evaluados se disefiaron de la manera mas completa en cuanto a tratamientos y conversiones involucradas.
Se evaluaron por primera vez para el alumno ejercicios de tratamiento en los registros natural y simboélico con
predominio conceptual, que no se habian trabajado en clase, dejando de lado actividades de tratamiento en el registro
simbélico con predominio procedimental, ya que se fueron evaluando en la resolucién de la cartilla de la catedra en
el aula y en horarios de consulta. También se incorporaron en los trabajos todas las conversiones entre los registros
mencionados, aun aquellas que no se habian trabajado ni figuraban en la cartilla.

De la misma manera se trabajo y evalu6 el concepto de limites (finito o infinito) para variable infinita y
limite infinito para variable finita, tanto en las actividades de tratamientos como en las conversiones. La diferencia en
esta instancia es que hubo mas trabajo previo, no sélo porque ya habian realizado trabajos practicos anteriores, sino
porque contaron con las devoluciones de los mismos, consistente en las correcciones y socializaciones respectivas
por parte del docente.

Esto se debe a que interesa conocer el desempefio de los estudiantes en tal situacién (considerando, por un
lado, las clases y materiales habituales de la catedra en la ensefianza, y por otro lado, los trabajos practicos de esta
investigacion en el seguimiento de sus aprendizajes) para, a partir de ahi, idear una propuesta que mejore los
aspectos que no se encuentren tan fortalecidos.

La muestra en estudio estuvo constituida por 15 alumnos del primer nivel de Ingenieria Electronica y 18
alumnos de primer nivel de Ingenieria Industrial de la FRSN.

A continuacién se presentan algunos ejercicios de los trabajos practicos que comprendieron el contenido
limite finito para variable finita. Para limites (finito o infinito) para variable infinita y limite infinito para la variable
finita, se aplicaron trabajos préacticos similares.

En la Figura 1 se presenta una de las propuestas para analizar el tratamiento en el registro gréafico:

Dada la siguiente gréfica, correspondiente a una funcién definida en el intervalo [0; 3], graficar
una extension en los reales de manera que no exista el limite en los extremos del intervalo. Justificar
la eleccion.

Figura 1. Trabajo préctico sobre tratamiento en el registro grafico en limite finito para variable finita

Para analizar el tratamiento en el registro natural, por ejemplo se solicitd: “Explicar con tus palabras qué es,
para vos, el limite de una funcién” y para analizar el tratamiento en el registro simbélico con predominio
conceptual se propuso lo siguiente:

La definicion de limite en forma simbdlica es la siguiente: Dada una funciéon f: A—B , x = a
punto de acumulacion de A, se dice que: Iima fX)=1 < Ve>0 36&)>0,tal que, para
X—>

todo x, si0<|X-a| <94, entonces |f(x)-1] <e¢
En la siguiente proposicion: V ¢ > 0, 3 (&) > 0, tal que, para todo X, si 0 < |x +1| < 4,
entonces |x +1| < g reconocer de qué funcion se trata y a qué valor tiende la variable
independiente.
Para analizar la conversién simbdlico-natural (en este sentido) se realizo, entre otras, la siguiente propuesta:
Expresar con tus palabras la siguiente expresion: lim f(x)= f(x, ).
X—=>Xg

Finalmente, se muestra un ejemplo de las consignas propuestas para analizar el desempefio en la conversién
natural-simbdlico (en este sentido):



Dar un ejemplo de la ley de una funcién de dominio real, que no posea limite finito en algin
valor de su dominio. Justificar la eleccion.

Resultados y discusién
Los mismos trabajos practicos se aplicaron en forma conjunta en ambas especialidades, para garantizar
equidad. En cuanto al grado de desempefio de los estudiantes, se clasificaron en satisfactorio y no tan satisfactorio
(parcialmente y totalmente insatisfactorio), dependiendo de lo exigido en cada ejercicio. A modo de ejemplo se
muestra la Tabla 1, correspondiente al ejercicio presentado en la Figura 1.
Tabla 1. Grado de desempefio de los estudiantes

SATISFACTORIO NO TAN SATISFACTORIO
PARCIALMENTE SATISFACTORIO TOTALMENTE INSATISFACTORIO

Verifica la condicion de limite pero no en Resuelve incorrectamente o entrega en
todos los reales blanco

Realiza correctamente
la totalidad del ejercicio

En la Figura 2 se ejemplifica con las respuestas obtenidas en las resoluciones de los trabajos practicos de tres
alumnos. En la parte (a) se puede apreciar un resultado satisfactorio, en la (b) uno parcialmente satisfactorio y en la
(c) uno totalmente insatisfactorio.

I) Dada la siguiente grafica, correspondiente a una funcion definida en el intervalo [0;3], graficar
una_extensnon en los reales de manera que no exista el limite en los extremos del intervalo.
Justificar la eleccién.

ey

. 1) Dada la §iguiente grafica, correspondiente a una funcién definida en el intervalo [0;3], graficar
una extension en los reales de manera que no exista el limite en los extremos del intervalo.

(a) Justificar la eleccién.
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#
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Figura 2. Algunos resultados acerca del tratamiento en el registro grafico en limite finito para variable finita



En la Tabla 2 se resumen los resultados obtenidos en cuanto a actividades de tratamiento de registros y en la
Tabla 3 los correspondientes a las distintas actividades de conversion.

Tabla 2. Resultados en cuanto a actividades de tratamiento de registros

Ingenieria Electronica Ingenieria Industrial

La mayoria de los alumnos logré trabajar
en forma satisfactoria, total o
parcialmente, solamente en el registro
grafico.

El registro simbdlico y el natural fue en el
que cometieron mas errores (mas del 60%
de los alumnos desaprob6 ambas
instancias).

La mayoria de los alumnos logré trabajar
en forma satisfactoria, total o
parcialmente, en los registros grafico y
simbélico con predomino conceptual, pero
no en el natural (el 50% desaprobd).

La mayoria de los alumnos logré trabajar en
forma satisfactoria, total o parcial, en los
tres registros.

El registro simbélico con predominio
conceptual fue en el que cometieron mas
errores (el 33% de los alumnos desaprob6
esta instancia).

Limite finito para
variable finita

Limites, finito o
infinito, para
variable infinita 'y
limite infinito para
variable finita

La mayoria de los alumnos logré trabajar en
forma satisfactoria, total o parcialmente, en
los tres registros.

Tabla 3. Resultados en cuanto a actividades de conversiones de registros

Ingenieria Electronica

Ingenieria Industrial

Limite finito para
variable finita

La mayoria de los alumnos logré trabajar en
forma satisfactoria, total o parcialmente, en
las conversiones que involucran pares de los
tres registros (en ambos sentidos).

El porcentaje més alto de desaprobados, la
tercera parte, se obtuvo en la conversion
natural- simbdlico (en este sentido).

La mayoria de los alumnos logré trabajar
en forma satisfactoria, total o
parcialmente, en las conversiones
simbélico-grafico y gréfico-natural.

En esta oportunidad la conversién
natural-simbolico fue desaprobada por
mas del 67%.

La mayoria de los alumnos logré trabajar en

Las conversiones simbolico-grafico y

forma satisfactoria en las conversiones
grafico-natural, grafico-simbélico (en este
sentido) y simbdlico-natural (en este
sentido). La conversion natural-simbélico (en
este sentido) fue desaprobada por el 78% de
los alumnos.

Limites, finito o
infinito, para
variable infinita'y
limite infinito para
variable finita

grafico-natural fueron logradas por la
mayoria de los alumnos.

En esta oportunidad la conversién
natural-simbdlico fue desaprobada por
mas del 89% de los alumnos.

Se ha observado que la mayoria de los alumnos de Ingenieria Electronica, al trabajar con el concepto de
limites (finito o infinito) para variable infinita y limite infinito para variable finita, logré revertir los errores en las
actividades de tratamiento en el registro simbélico con predominio conceptual, que habian cometido en los trabajos
practicos de limite finito para variable finita. En Ingenieria Industrial la mayoria de los alumnos logré trabajar en
forma satisfactoria -total o parcialmente- en el registro gréafico, a lo largo de los conceptos trabajados, y logré
mejorar el desempefio en el simbdlico con predomino conceptual, pero no en el registro natural.

Si bien en el concepto de limite finito para variable finita, la mayoria de los alumnos de Ingenieria Electrénica
logré trabajar en forma satisfactoria -total o parcialmente- en las conversiones que involucran pares de los tres
registros (en ambos sentidos), se obtuvo un alto porcentaje de desaprobados en la conversion natural-simboélico (en
este sentido), empeorando la misma conversién en el siguiente concepto (limite infinito). En la especialidad
Industrial tuvieron resultados similares en estas conversiones pero con mayor cantidad de errores. Ademas
presentaron errores en otras conversiones, que no se observaron en la especialidad Electrénica. La conversion en la
gue mas errores cometieron ambas especialidades, en los dos contenidos, es la natural-simbdlico.



Conclusiones

Se han clasificado los desempefios de los alumnos de Ingenieria Electrénica y de Ingenieria Industrial en
actividades de tratamiento en los registros grafico, natural y simbélico y también se han examinado sus desempefios
en las conversiones entre registros. A partir de los resultados obtenidos al momento, se ha podido concluir que:

v En la especialidad Electrénica el concepto de limite finito para variable finita fue comprendido por la
mayoria de los alumnos, debido a que lograron trabajar en forma satisfactoria -parcial o totalmente- en los tres
registros y sus conversiones.

¥' El concepto de limites (finito o infinito) para variable infinita y limite infinito para variable finita, fue
comprendido parcialmente por los alumnos de Electrénica, ya que la mayoria de los alumnos logré trabajar
satisfactoriamente -total o parcialmente- cuando se consideran las conversiones simbdlico-grafico o natural-grafico,
y sus tratamientos, pero no si se considera la conversién natural-simbdlico. En ambos contenidos las conversiones en
las que mas errores cometieron tienen que ver con los registros natural y simbolico, ya sea al tratarlos en forma
independiente como al realizar conversion entre los mismos.

v’ En cuanto a la especialidad Industrial, la mayoria comprendié en forma parcial el concepto de limite finito
para variable finita, ya que no hay dos registros en los que puedan representarlo. EI concepto de limites (finito o
infinito) para variable infinita y limite infinito para variable finita fue comprendido en forma parcial por la mayoria
de los alumnos, ya que se desempefiaron satisfactoriamente sélo en dos de los tres registros (registros grafico y
simbdlico y en su conversion), pero no en el natural. En ambos contenidos la conversidn en la que mas errores
cometieron fue natural-simbdlico.

Cabe advertir que los niveles de desempefio logrados por los alumnos en relacién con ambos conceptos, tanto
en los tratamientos como en las conversiones, fueron superiores en Electronica que en Industrial.

Para el ciclo lectivo 2012 se propone incluir actividades que involucren de manera relativamente equitativa
tanto los tratamientos de los tres registros, como las conversiones entre pares de ellos (en ambos sentidos). Algunos
ejemplos de tales actividades son:

1) El teorema de Bolzano establece: Si f(x) es una funcion cuya gréfica es de forma continua en un intervalo
cerrado y si, ademas, en los extremos del intervalo la funcién toma valores de signo opuesto entonces existe
al menos un valor en el interior del intervalo en el cual la funcién se anula.

Dado en enunciado anterior se pide:
a) Transcribir la hipotesis y la tesis.
b) Reconstruirlo en forma simbdlica.
c) Representar gréaficamente una funcién que cumpla con el enunciado.
d) Dar un ejemplo gréfico de una funcion que no verifique alguna hipétesis del Teorema pero si la tesis.

. g 2 - f(h)-1(2)
I) Siendo f la funcién real cuya ley es: f(x)= x4, calcular lim ———.
h—2 f(h-4)
1) Corregir el texto para que esté completa la definicién de limite infinito para variable finita dada en forma
simbdlica:
Dada una funcion f : D; — R tal que x = a es un punto de acumulacion de Dy, se dice que:

lim f(X)=+0 < V M>0 3 6(M) >0 tal que 3 x€ D; si0<|x-a| < entonces f(x)<M
X —>a
Mediante este trabajo se ha podido constatar, en el caso en estudio, que poseer informacion sobre el nivel de
desempefio de los estudiantes de Ingenieria en relacion con los tratamientos y conversiones entre registros contribuye
a idear propuestas de mejora para optimizar su desenvolvimiento en la unidad de referencia.
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