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Resumen

El objetivo de este trabajo es analizar la actitud del estudiante universitario de ingenieria frente a la
validacion de un teorema. Se incluye la resefia de un modelo didactico que intenta evitar en el estudiante la
memorizacion y el ritualismo. La parte experimental del trabajo consistio en el andlisis de dos pruebas que se le
propusieron a dos grupos de estudiantes de ingenieria: uno de control y otro experimental, realizando un curso
de Calculo del segundo afio de Ingenieria. Se pudo concluir, esencialmente que la aplicacion de tal modelo
requiere de ciertas acciones que deben ser estimuladas desde el inicio de la Carrera y que no puede tener éxito
en su aplicacién, con grupos formados bajo un paradigma tradicional no constructivista.

Fundamentacion

El estudiante universitario de ingenieria a la hora de validar proposiciones actla, desde diferentes
posiciones, atendiendo a la clasificacion de Balacheff (2000). Esta clasificacion hace un distingo entre la
denominada prueba pragmatica de la prueba intelectual. Las pruebas pragmaticas estan ligadas a lo
experimental ya que predomina una presencia de saberes practicos. Las justificaciones son realizadas a través de
la representacion de un objeto concreto. Las pruebas pragmaticas distinguen una clasificacion en tres tipos, a
saber:

1) El Empirismo ingenuo que se produce cuando el estudiante valida la afirmacion después de
verificarla para algunos casos particulares, sin un criterio formado al hacerlo, como “tanteando”.
Ejemplo: Algebra de los limites: Cociente. El estudiante simplemente presenta un ejemplo donde
verifica que la propiedad “funciona” para ese ejemplo. En algunos casos, puede presentar dos o tres
por inseguridad pensando que méas de uno refuerzan la validez. El estudiante no genera conclusion
alguna, simplemente realiza la verificacion como mecanismo de validacion.

2) En el Experimento crucial, el estudiante toma en cuenta la problematica de la generalidad y la
“resuelve” mediante el uso de un caso particular que reconoce como «no especial». Es decir que el
estudiante verifica con un ejemplo que permite descartar alguna conclusién alternativa. Ejemplo: En el
algebra de los limites: Cociente, el estudiante plantea varios ejemplos de la propiedad, diferentes.
Considera que a partir de estos ejemplos puede generalizar el resultado que se quiere demostrar.

3) En el ejemplo genérico, el estudiante justifica la afirmacion operando sobre un objeto concreto al
que considera representante de todos los pertenecientes al dominio de dicha afirmacién. Este intenta
plantear una argumentacion basada en un ejemplo al que le da caracter de representante general de la
clase. Ejemplo: En el algebra de los limites: Cociente, el estudiante considera un ejemplo concreto
pero con cierta carga de abstraccion. Considera dos funciones polindmicas, una cuadratica y una lineal,
por ejemplo, pero escritas genéricamente. Realiza el célculo del limite del cociente para un hipotético
valor al que se aproxima la variable. Observa que el limite del cociente para este ejemplo mas
elaborado es igual al cociente de los limites. A partir de este ejemplo genérico se permite concluir la
tesis general.

Las pruebas intelectuales provienen de una forma particular de razonar, donde se articulan cadenas
argumentativas, con una clara produccion en el lenguaje simbdlico propio de la Ciencia Matematica. Se dejan
de lado los objetos materiales y su relaciéon con la experiencia material. Las pruebas intelectuales, distinguen
una clasificacién en tres tipos diferentes, a saber:

1) El Experimento mental se produce cuando el razonamiento del estudiante se independiza de la
representacion del objeto aunque no necesariamente se trate de una prueba con la estructura de una
demostracién. Aqui los estudiantes interiorizan las acciones realizadas previamente (generalmente
observacion de ejemplos), las disocian de esas acciones concretas y las convierten en argumentos
abstractos deductivos. Ejemplo: El estudiante vuelve a considerar el limite del cociente de dos
polinomios, como si fueran los Unicos tipos de funciones existentes. Pero esta vez los polinomios son
de grado n. Verifica que la propiedad se cumple para este ejemplo generalizado (con una construccion
mas elaborada que la del ejemplo genérico) y luego concluye que la propiedad en cuestién se cumple
para cualquier par de funciones.

2) El Caélculo sobre Enunciados, es una prueba que oscila entre la experiencia mental y la
demostraciéon. No tiene la caracteristica de conformar una demostracion pero tampoco tiene la
caracteristica del experimento mental. Se establecen construcciones intelectuales basadas en teorias
méas o menos formalizadas o explicitas, que se originan en una definicion o propiedad y se basan en la
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transformacion de expresiones simbdlicas formales. Ejemplo: El estudiante esta vez, se atreve a
plantear el limite del cociente de dos funciones hipotéticas f y g, pensando el cociente como el
producto de la primera por la reciproca de la segunda. Luego tiene en cuenta el limite del producto ya
probado y lo aplica a este producto. Pero en su argumentacion, utiliza el hecho de que el limite de la
reciproca de g, existe y es la reciproca del limite. No tiene en cuenta que esta aceptando un hecho que
esta presente en lo que quiere probar y que aun no esta validado.

3) La demostracién, se produce cuando el razonamiento que utiliza el estudiante tiene la funcién de
explicar en un lenguaje reconocido por la comunidad matematica, y cuyas reglas de debate se sostienen
sobre la l6gica formal.

El estudiante a la hora de reproducir una prueba expuesta por el docente en clase, lo hace “como un
ritual, un discurso que debe repetir o cuyo estilo debe imitar si se le pide probar un enunciado, mas que como
una herramienta explicativa basada en un sistema comun de validacion construido y aceptado por él y su grupo
(Balacheff, 1982)”. (Azcarate Giménez, 1995)

En general lo hacen, como una simple repeticion memoristica, carente de sentido y que en poco tiempo
se esfuma y no cumple realmente el objetivo que tiene, sino que resulta un requisito obligatorio que permitira la
promocion de una determinada asignatura. David Perkins (1995) es muy claro al referirse a estas cuestiones al
denominar “Sindrome del conocimiento fragil” al problema en su totalidad.

Dependiendo a qué Carrera va dirigido el curso se hace hincapié en diferentes contenidos. Pero, tanto en
su proceso de ensefianza como en el de aprendizaje no debe dejarse de lado su epistemologia, esta es
invariante. De lo contrario ya no se estd ensefiando Matematica, sino un “recetario” de formulas y problemas.
En virtud de esto, es atinado pensar que segln a qué carrera vaya dirigido el curso de Matematica, ciertas
pruebas pueden hacerse més ligeras o bien, directamente pueden obviarse, pero no considerar la posibilidad de
la supresion definitiva de las pruebas y la conceptualizacion teérica.

Desde lo curricular, en el ciclo medio, se produjo la eliminacion de la exposicién de la prueba de
teoremas. Esto incluye la exposicién de la teoria en general, como manifiestan claramente Legorburu y
Miguiarra (2004): “En la década del 90, se inicié una tendencia a eliminar la ensefianza del método axiomatico
en la escuela, hasta llegar a suprimir la presentacion de los teoremas en la forma convencional (con hipotesis,
tesis y demostracion), situacion que contintia hasta la actualidad “

Si se piensa en el proceso de ensefianza y aprendizaje de Matematica, debe respetarse la esencia de su
método y por ende es esencial favorecer y estimular la etapa de validacion matematica. Integrandola a la
practica cotidiana, sin constituirse en un compartimiento estanco, lo que es muy comin y coloca
consecuentemente al estudiante frente a un clésico binomio antagonico: teoria — préactica.

Si bien en estudiantes de Ingenieria no interesa desarrollar la habilidad “demostrar”, es importante que
éstos puedan comprender y reproducir no textualmente pero de forma aproximada las pruebas de las
proposiciones y teoremas que el curso de Matematica requiera. Estimular el pensamiento I6gico—abstracto no se
logra solamente a través de la fase procedimental de esta disciplina, segin manifiesta Dreyfus (2000), al
expresar que “las demostraciones — entendidas en sentido amplio — deberian estar presentes de forma
subyacente en todos los componentes del curriculo de Matematicas. Esto no significa reproducir
demostraciones de memoria, tomando el formalismo bourbakiano, sino tener en cuenta como expresa Arrieta
(1994) que ‘la aceptacion de un teorema por la comunidad matemdtica se realiza mediante un proceso social
en que interesa mas la comprension y significado del mismo que el de la prueba rigurosa’.”

Esto lleva a pensar en la importancia de fortalecer en el estudiante de ingenieria, la comprension de lo
postulado por un teorema y la generacion de una “working proof” (Resnick, 1992). Este investigador afirma que
la matematica contemporanea esta repleta de "working proof”, esto es, pruebas informales, no axiomatizadas.
En el &mbito profesional matematico, las pruebas son deductivas pero no formales, se expresan mediante el
lenguaje ordinario completado con el uso de expresiones simbdlicas. No hay un estandar generalmente aceptado
del grado de rigor y sistematizacion exigible a una prueba matematica. Con mayor razén, el tipo de prueba para
un estudiante de ingenieria es el mencionado, donde el eje central de la misma sea la comprension de la
proposicion y el razonamiento de sus principales argumentos. La prueba debe estar despojada de formalismos
bourbakianos que pertenecen a un paradigma ya fuera de estos tiempos, inclusive para un estudiante de
Matematica pura. Es de destacar que en muchos casos es potable la incorporacion de pruebas visuales “visual
proof* (Hanna, 1995). Ya que cuando sea posible, es esencial hacer ver al estudiante que este tipo de pruebas
es tan valida como la que requiere de una construccion intelectual. Lo fundamental radica en la construccién de
pruebas que expliciten y clarifiquen, y extrapolen lo mas fielmente posible ese “saber sabio a un saber aulico”
(Chevallard, 1998)

Desarrollo

D”Andrea (2010), propone un modelo didactico para la presentacion de un teorema a demostrar en el
ambito aulico y su posterior evaluacion. Este modelo consiste de una serie de estrategias didacticas mostradas
como una secuencia de tareas a los efectos de generar un aprendizaje comprensivo; significativo y constructivo
con una perspectiva implicita que permita desarrollar un pensamiento l6gico que pueda ser extrapolado a otras
disciplinas. El modelo incluye el desarrollo de un capitulo inicial en el primer curso de Matemética acerca del



Lenguaje Matematico. EIl desarrollo del capitulo mencionado contiene una descriptiva de los conectivos
esenciales de este lenguaje y los elementos que hacen a la deduccién matematica.

Como consecuencia de la comprension de la proposicién desde el lenguaje propio del estudiante y la
visualizacién, el acceso al lenguaje que le es propio a la Ciencia Matematica se simplifica. La secuencia de
tareas a seguir para el logro del objetivo son las siguientes: 1) Presentacion del teorema o proposicién verdadera
a demostrar; 2) interpretacion coloquial; 3) verificacidn;4) visualizacion; 5) simbolizacion; 6) deteccion de los
elementos vitales de la proposicion; contenidos implicitos de la proposicion; 7) pregunta disparadora de
abstraccion y 8) Guia Secuenciada de la Demostracion.

La Guia Secuenciada consiste de una serie de instrucciones que contemplan el paso a paso de la prueba
en cuestién para propiciar la construccion de esos razonamientos de forma autonoma. Esta Guia permitira
observar y también reproducir aproximadamente la demostracion una vez realizada y mostrada por el docente,
desde una perspectiva global hacia otras mas focalizadas. Posibilita la construccion de la prueba generando
aprendizajes comprensivos y significativos y no un “conocimiento inerte” (Perkins, 1995), sin interaccion. Se
recomienda que el docente debe generar la Guia Secuenciada de la totalidad de los teoremas o proposiciones a
demostrar de la asignatura que dicta. La redaccion de la Guia debe tener la mayor claridad posible y ser
equilibrada en la extension no siendo ni demasiado extensa, ni demasiado breve de modo de evitar generar
ambiguedades en el estudiante a la hora de su lectura. Esta Guia es una interesante posibilidad también de
sanear el inconveniente de la memorizaciéon por parte de los estudiantes a la hora del requerimiento de
demostraciones en examenes finales.

La idea de la Guia Secuenciada esta inspirada en la siguiente cita textual de Poincaré (1908): “Una
demostracién matematica no es mas que una simple yuxtaposicion de silogismos, de silogismos colocados en
cierto orden; y el orden en que estan colocados estos elementos es més importante que los elementos mismos.
Si tengo el sentimiento, la intuicion, por decirlo asi, de este orden, que me permite percibir de una ojeada la
totalidad del razonamiento, no debo sentir temor de olvidar ninguno de los elementos, cada uno de los cuales
vendra a colocarse por si mismo en el cuadro que le esta asignado, y sin que me vea obligado a hacer ningdn
esfuerzo de memoria.”. La demostracion matematica exige un orden, y ese orden tiene que guiar el proceso del
razonamiento. Cuando el proceso no esta guiado por lo que Poincaré llama el “sentimiento” o “intuicion” de
su orden, la sucesién de silogismos conduce a conclusiones verdaderas, pero que no son las que se quiere
demostrar.

Con el objetivo de analizar los efectos de la Guia secuenciada sobre el desempefio de los alumnos, se
consideraron dos grupos de estudiantes de segundo afio de una carrera de Ingenieria, realizando la cursada de un
segundo curso de Célculo anual. Uno de los grupos, denominado de control habia sido formado bajo un
paradigma tradicional, de tipo conductista en las cursadas de Célculo y Algebra en el primer afio. Mientras que
el grupo experimental habia sido formado bajo un paradigma constructivista, siguiendo el modelo descrito en el
parrafo anterior. Se les propusieron dos ejercicios a cada grupo de estudiantes que se detallan a continuacion.

Ejercicio 1: Demostrar el Teorema de Cauchy, cuyo enunciado se detalla a continuacion:

Sean f,g dos funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b) entonces existe

ce @)/ 1'(e)[a(5)-9(a)]-g'(e)[ f (o) 1 a)].
Guia Secuenciada para la prueba:
Considerar la funcion auxiliar: h(x)=f(x)[g(b)-g(a)]-g(x)[ f (b)—f(a)] y aplicarle el

teorema de Rolle, previo chequeo de las hipoétesis. Chequeadas estas hipotesis, la aplicacion del
teorema mencionado llevara a establecer la tesis buscada.

Ejercicio 2: Deducir los coeficientes de la funcion lineal correspondiente a la asintota oblicua, si existe, de
una funcién racional.
Guia Secuenciada para la prueba:
Partir del limite que establece el comportamiento de la asintota oblicua respecto de la funcién racional.
Para obtener la pendiente, basta con dividir por X en ambos miembros de la igualdad del limite, con el
objetivo de generar infinitésimos. Aplicar el algebra de los limites y despejar la incognita buscada.
Para obtener la ordenada al origen, partir del mismo limite y luego de aplicar el algebra de los limites,
y despejar el valor de la ordenada al origen.

Cada uno de estos ejercicios fue aplicado a los estudiantes luego de un desarrollo previo del contenido
implicito en cada uno. Para el ejercicio 1, se expuso el enunciado del teorema del valor medio generalizado del
Caélculo Diferencial o teorema de Cauchy. Se les propuso a los estudiantes algunas verificaciones y luego
analizar porque el teorema de Lagrange o del valor medio del Calculo Diferencial resulta un caso particular de
este. Por otro lado, para el ejercicio 2, se analizaron las diferentes asintotas que puede tener una funcion
racional, a partir del “recuerdo” de la funciéon homografica vista en el primer curso de Célculo. Se propuso a
continuacion entonces, la posibilidad de existencia de asintota oblicua para funciones racionales planteandose el
limite infinitesimal como resultado del comportamiento. EI grupo de estudiantes de control cont6 el dia del
trabajo de campo con 31 estudiantes, mientras que el grupo de estudiantes experimental, con 28 estudiantes.

Resultados



En referencia al ejercicio 1, los estudiantes pertenecientes al grupo de control no pudieron abordar la Guia
Secuenciada para llevar a cabo la demostracion. Tan solo un 7% lo logré y la presencia del empirismo ingenuo
se impuso en casi la mitad de la muestra. Un 32% no realizd nada, y un 16% se atrevio a chequear las hipétesis
de Rolle pero ahi quedd. En referencia al ejercicio 2, el 32% de la muestra abord6 la prueba. Hubo un solo
estudiante que abordo la verificacion y el 65% no realiz6 nada. (ver Grafico 1)

GRUPQ DE CONTROL GRUPQ DE CONTROL
EJERCICIO 1 EJERCICIO?2
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Gréfico 1
Mas de la mitad de los estudiantes pertenecientes al grupo experimental llevaron a cabo la prueba planteada en
el ejercicio 1. Respecto a este ejercicio, un infimo porcentaje se limito a verificar la proposicién, un 14% no lo
realiz6 y un 22% se quedd en el chequeo de las hipétesis de Rolle. Estos porcentajes, con excepcion del
chequeo de las hipotesis, ya que el ejercicio 2 no lo requeria, aun se amplificaron mas. EIl 78% de los alumnos
abordo la prueba. Hubo un solo estudiante que abordd la verificacion y el 18% no la realiz6. (ver Gréfico 2)
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Conclusiones



Los estudiantes correspondientes al grupo de control, los cuales recibieron durante su primer afio de
estudios, una formacion enmarcada en un paradigma tradicional de tipo conductista, no pudieron llevar a cabo
la prueba, salvo en un infimo porcentaje. Aproximadamente la tercera parte de los alumnos se limit6 desarrollar
tareas que pueden encuadrarse en el empirismo ingenuo. Mientras que algunos se quedaron en la verificacion de
las hipotesis de Rolle. Es de destacar que el importante porcentaje de estudiantes que se limitaron a verificar es
revelador y significativo para un curso de segundo afio de la Carrera. En un segundo afio de Ingenieria, no
deberia ya aparecer en el estudiante, el empirismo ingenuo. Sin embargo, este modo de demostrar de los
estudiantes, no debe sorprender. Los estudiantes, por lo general, entienden qué se espera de ellos cuando se les
pide una demostracion y reconocen que la verificacion es insuficiente como prueba. Sin embargo tienden a
recurrir a la verificacion aleatoria como mecanismo de prueba cuando encuentran dificultades. Algunos piensan
que frente al pedido de una prueba, algo tienen que responder, por ende, la verificacion es su reaccion
inmediata. Esto probablemente estd asociado al hecho de que en la vida y en las ciencias experimentales la
verificacion es el método de prueba estandar, enfrentandose los estudiantes a un problema epistemolégico no
menor.

Con respecto al segundo ejercicio, se obtuvieron resultados diferentes, quizas por la sencillez de la
prueba, mas vinculada a la realizacidn de un ejercicio de limite que a una demostracion mas elaborada. En este
caso se requeria la elaboracidn de un ejemplo mucho mas complejo que una simple verificacién aleatoria. Eso
pudo haber sido un indice determinante de que un solo estudiante lo llevara a cabo. Alrededor de una tercera
parte de los estudiantes llevé a cabo la prueba mientras que el resto no realizé nada.

El grupo experimental de estudiantes, que fueron formados bajo un paradigma basado en el conocimiento
explicito de la epistemologia de la Ciencia Matematica y perfilados en el conocimiento de las diferentes facetas
del lenguaje matemético, pudieron abordar la prueba de ambos ejercicios en un importante porcentaje. El
primero fue resuelto por més de la mitad y el segundo ejercicio en casi un 80%. EIl empirismo ingenuo estuvo
casi ausente, en ambos ejercicios. En el primer ejercicio casi un cuarto de los estudiantes se quedaron en el
chequeo de las hipétesis de Rolle.

Finalizado el trabajo, se propuso a cada grupo de estudiantes que expusieran en el pizarrén los trabajos
realizados, siguiendo una linea vigotskiana de constructivismo social, aderezada con los aportes del docente. Los
comentarios y problematicas de los estudiantes se hicieron presentes. Los estudiantes del grupo de control
manifestaron que comprendieron los conceptos centrales expuestos por el docente en los cursos correlativos de
Calculo y Algebra. Pero manifestaron también que realizaban los ejercicios, en la mayoria de los casos, de
manera tal que no requerian demasiado del basamento tedrico Esto, quizas se debe a que las actividades
procedimentales no estaban disefiadas para una intima vinculacién de teoria y practica. Pero en cuanto los
desarrollos tedricos, manifestaron que a estos debieron estudiarlos para los exdmenes finales y terminaban
haciéndolo de memoria cuando no los comprendian. En el caso de comprenderlos, la secuencia de las cadenas
argumentativas, no las recordaban, cuando se trataba de demostraciones extensas y la situacion hacia que
desembocaran en la misma accion memoristica. Les gusto la idea de la Guia Secuenciada, pero asimismo
expresaron que no se animaban a llevar a cabo una prueba por si mismos. ‘No estamos acostumbrados.’, segun
expresién textual. Ellos manifestaron que inclusive las desarrolladas por el docente en clase también eran ‘una
tortura’, segin expresion textual, el tratar de recordarlas y reproducirlas.

El grupo experimental estaba en efecto, familiarizado con el lenguaje matematico y el abordaje de
pruebas de forma auténoma, sin  memorizacion. Implicitamente, la guia secuenciada estaba de por medio.
Manifestaron que esta “no es milagrosa”, segin expresion textual. Manifestaron, que la guia les provee el orden
de la prueba a seguir pero, en algunos casos, cuando se requiere de ciertos artificios muy rebuscados o la
extension de la prueba es muy extensa, les cuesta seguirla. Ellos aluden que al comienzo de la cursada en primer
afio, les costd el uso de la Guia, que el tiempo y la préactica llevaron a un manejo de la misma y una mayor
disponibilidad y accesibilidad de abordaje frente a una prueba.

El modelo propuesto por D"Andrea (2010) es una interesante alternativa para superar la inercia del
estudiante universitario de ingenieria frente a la prueba matematica pero su aplicacion requiere tener ciertos
recaudos. Es ideal su aplicacion desde cursadas iniciales. EI modelo analizado no puede sanear ciertas
discontinuidades inevitables. El estudiante de ingenieria requiere de dos facetas que se hallan siempre presentes
en un curso de Matematica. Por un lado, la heuristica presente en el desarrollo de las actividades
procedimentales, direccionado a la habilidad para desarrollar problemas. Por otro, disciplinar el raciocinio a
través de la argumentacién presente en el proceso de validacion de teoremas, lo que forma la mente para la toma
de decisiones y el sostén de las mismas del futuro profesional. Asi, es necesario educar a los estudiantes en la
justificacién y argumentacién de lo que aseguran como verdadero o falso en base a resultados y propiedades
que ya conocen. Inclusive en la resolucién de actividades procedimentales. Esta tarea no es sencilla. Como
afirma Dreyfus (2000): “no deberiamos esperar que nuestros estudiantes sean capaces de captar demostraciones
sofisticadas y de alto nivel, sin haber estado expuestos durante muchos afios al espiritu de la justificacion y a la
naturaleza del pensamiento matematico.”
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