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Resumen:  

           El presente trabajo relata una propuesta  didáctica en la enseñanza y el aprendizaje del tema “funciones de 

varias variables”. La experiencia propone recuperar elementos  de la Enseñanza para la Comprensión y de la 

teoría de Ausubel que  permitan a los alumnos lograr un aprendizaje significativo.  Para ello se redactó un 

problema con  material extraído de un proyecto final  de carrera en el que se  analiza la problemática referida a la 

necesidad  de mejorar el sistema de transporte público del conglomerado  Santa Fe - Santo Tomé. Esta 

experiencia mostró que es necesario ayudar a los estudiantes a superar lo que  David Perkins llama conocimiento 

ingenuo y el conocimiento ritual, en el que se intenta cumplir con las exigencias sin una comprensión auténtica. 

 

Introducción. 

La búsqueda de mejoras en el sistema de gestión y calidad en educación, debe ser abordada con 

alternativas múltiples, que trascienden el aula.   Autores como Celia Hoyles y Richard Noss (reseñado por 

Balacheff, 1999)  enfatizan la diferencia entre las matemáticas en la práctica y las matemáticas formales. Su 

esfuerzo está encaminado  en encontrar las relaciones existentes entre las matemáticas como herramientas y el 

saber matemático.  Proponen  ver la actividad matemática  como una actividad de modelización en el sentido 

amplio.  Bajo esa idea se desarrolla actualmente el proyecto de investigación “Análisis de la implementación de 

una línea férrea mediante la utilización de herramientas matemáticas”, formado por un equipo multidisciplinar 

con intención de abordar  la problemática referida  al transporte público del conglomerado Santa Fe - Santo 

Tomé. Se propone el desarrollo de un  estudio de caso que permitirá enriquecer la formación técnica y humana 

de alumnos, fortaleciendo el perfil del egresado. A la vez los avances del proyecto  enriquecen la enseñanza de la 

matemática en el ciclo básico, dado que a partir de ellos se redactan problemas que sirven como motivadores y 

ejemplos para tratar problemas epistemológicos de la enseñanza. 

Fundamentación.  

El Proyecto Tuning América Latina (2007) define al ingeniero como un profesional con un amplio 

manejo de las ciencias básicas y las ciencias de la ingeniería, que le permiten desarrollar soluciones de ingeniería 

y hace mención dentro de las competencias identificadas como muy importantes “la  abstracción espacial y las 

representaciones gráficas”. En este sentido Análisis Matemático II posibilita el poder deductivo y  razonamiento 

lógico del futuro profesional aportando  capacidades tales como seleccionar, extraer, interpolar, extrapolar y usar 

datos representados gráficamente que, con frecuencia, codifican fenómenos.  

Desarrollo 

- Problema. 

Cuando se solicita utilizar las habilidades básicas enunciadas anteriormente muchas veces los docentes 

sentimos frustración frente a la forma deficiente en que lo hacen los estudiantes. Perkins (1995), expresa que es 

muy irritante y desalentador que los alumnos no posean la información que supuestamente deberían tener.  El 

conocimiento (frágil) ha desaparecido de la mente de los alumnos que alguna vez lo tuvieron.  Coincidimos  con 

el autor en que este problema tiene raíces más profundas que el mero olvido, pues implica también el 

conocimiento ingenuo con sus concepciones erróneas y profundamente arraigadas y el conocimiento ritual, en el 

que se intenta cumplir con las exigencias sin una comprensión auténtica.   

Esta experiencia  se pensó a partir de un gráfico aplicado en  una tesis de grado, donde  los autores  lo  usaron 

como “caja negra”, esto es sin preguntarse si respondía a un modelo  empírico, (utilizan las observaciones 

directas o los resultados de experimentos del fenómeno estudiado) o   heurístico (basados en las explicaciones 

sobre las causas).   

- Objetivos de la experiencia.  

Como educadores nos propusimos utilizar el material extraído de una tesis de grado de alumnos de carrera de 

ingeniería civil con la intención de dar significatividad a las relaciones entre las distintas representaciones de una 

función de varias variables, mejorar la comprensión de dichos contenidos. Como investigadores exploramos  la 

existencia de concepciones equivocadas,  conocimientos rituales e inertes, conocimientos que se los recuerda 

pero no se transfieren.  

- Marco Teórico en esta experiencia Enseñanza para la Comprensión (EpC). 

Un modelo matemático puede representarse usando distintas formas: gráficas, descripciones coloquiales entre 

variables, tablas,  fórmulas, etc. La comunidad matemática suele preferir la información simbólica (ecuaciones), 

mientras que la ingenieril los ábacos y gráficas. La forma de representar el mismo contenido por los distintos 

usuarios puede a  veces afianzar errores frecuentes, debido al uso algorítmico que suele dársele. En este trabajo 

intentamos acercar una propuesta de intervención en el aula, que, recurriendo a representaciones gráficas, 
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potencie, refuerce, ayude a integrar y relacionar aquellos temas que por su importancia y aplicabilidad es preciso 

comprender en profundidad.  

Por ello se utilizan elementos del proyecto de investigación colaborativa Enseñanza para la Comprensión (EpC) 

desarrollado por la Escuela de Graduados de Educación de Harvard que  establece un marco conceptual guía 

para llevar a la práctica este sistema de trabajo. 

Para  la EpC comprensión es la habilidad de pensar y actuar con flexibilidad a partir de lo que se sabe (Perkins, 

en Stone Wiske 1999, p.69).  Entonces se trata de involucrar a los alumnos en tareas que se presentan como 

desafíos, que los obliguen a utilizar lo aprendido y hacerlo en diferentes contextos y situaciones.  

El marco teórico   aborda cuatro preguntas claves: ¿qué tópicos se deben comprender?,  ¿qué aspectos de esos 

tópicos deben ser comprendidos?, ¿cómo podemos promover la comprensión?, ¿cómo podemos averiguar lo que 

comprenden los alumnos? Para dar respuesta a estos interrogantes la EpC está constituida por cuatro partes: 

tópicos generativos, metas de comprensión, desempeños de comprensión y evaluación diagnóstica continua.  

Los tópicos generativos son temas, cuestiones, conceptos, ideas, que proporcionan hondura,  significación, 

conexiones y variedad de perspectivas en un grado suficiente como para apoyar el desarrollo de comprensión 

profundas por parte del alumno. La EpC  expresa que  es probable que un tópico sea generativo si es central para 

un dominio o disciplina, es accesible e interesante para los alumnos y docentes y es rico en conexiones. Aquí el 

tópico es “distintas representaciones de las funciones multivariables” dado que tiene  todas las características 

descriptas por el marco y a la vez la potencialidad de su   utilización  durante toda la cursada de la carrera. 

Las metas de comprensión afirman, explícitamente lo que se espera que los alumnos lleguen a comprender. 

Mientras que los tópicos generativos delinean contenidos, las metas definen  ideas, procesos, relaciones o 

preguntas que los alumnos comprenderán mejor por medio de su indagación.  En esta experiencia la meta es 

“que los alumnos comprendan como relacionar los distintos registros (gráficos, numéricos, simbólicos, 

coloquiales) de funciones de varias variables”. 

Los desempeños de comprensión son actividades que desarrollan y demuestran la comprensión del alumno al 

exigirles usar lo que saben, de nuevas maneras. La comprensión se desarrolla y se demuestra poniendo en 

práctica la propia comprensión.  Es común observar una progresión común de tres categorías de desempeño 

diseñadas para fomentar la comprensión: etapa de exploración, investigación guiada y proyecto final de síntesis, 

etapas que se basaron en esta experiencia en el análisis de un caso, consistente en el uso y análisis de un mapa de 

contorno  usado en una tesis de grado. 

La valoración diagnóstica continua exige  que la evaluación se  base en  criterios  claros que estén 

estrechamente relacionados con las metas de comprensión y  que los alumnos tengan la posibilidad de recibir 

realimentación y mejorar el trabajo.   La evaluación en esta experiencia  tuvo su eje en el trabajo colaborativo 

entre alumnos para la entrega del reporte y la posterior socialización y debate de las producciones junto a  

docentes. 

- Descripción de la  experiencia, metodología de enseñanza. 

La EpC coloca al docente  en el papel de un facilitador antes que informador y/o examinador. Bajo  este marco, 

se presentó  el  tópico  “distintas representaciones de funciones de dos variables” en forma de  diálogo activo 

bruneriano(Bruner,1990)  apoyado en el texto de cátedra: Cálculo Multivariable del autor Stewart (1999, 2002).  

Utilizando un soft de diapositivas se analizaron luego representaciones de funciones de varias variables extraídas 

de la web, tales como mapas de google, planimetrías de la ciudad de Santa Fe, isocuantas de  una empresa, etc. 

Luego de un breve debate con el objetivo de  indagar  la aprehensión del contenido a la vez de  andamiarlos,   los 

alumnos realizaron ejercicios extraídos de las guías del texto: uno cuyo enunciado propone relacionar ecuaciones 

de funciones con mapas de contornos y superficies y otros dos que permiten conocer la gráfica de una función 

desconocida a través de la similitud con el mapa de contorno de otra función de gráfica conocida.  Esta 

metodología se desarrolló en dos cursos: uno de ingeniería industrial (grupo 1) y otro de civil (grupo 2).  En 

ambos grupos, pero con enunciados y momentos de resolución distintos, se  plantea un problema que utiliza un 

mismo gráfico extraído de  la  tesis  (Figura 1) en la que expresamente dice  “relaciona la demanda de pasajeros 

a transportar versus la capacidad unitaria de los vehículos en funcionamiento del TPP (transporte público de 

pasajero)”.                                Frecuencia o intervalo de servicio(minuto) 

 
Figura 1:   a)  gráfico del problema  



  
Figura 1: b) esquema en la tesis 

Al  grupo 1, durante los restantes 40 minutos de clase, se le entregó  las primeras 5 consignas de la figura 2 y el 

gráfico a) de la figura 1 para que, trabajando en grupo de hasta 4 alumnos, las resuelvan y las entreguen.  

Finalizada la clase, se les informó que deberían resolver otros 5 ítems, presentes en la página web de la cátedra. 

Se les comunicó también que podrían completar  y/o reformular los ya entregados, haciendo hincapié en que  

prestaran especial atención  a las escalas y a la ley que relaciona las variables involucradas. La entrega fue 

estipulada dentro de las 48 horas siguientes. 

La figura 3 muestra el trabajo práctico solicitado al grupo 2 una vez finalizados los temas derivabilidad, 

diferenciabilidad y extremos. Los grupos tuvieron 3±1 integrantes y contaron con 48 horas para entregarlo. 

Puede notarse  que en este grupo no hubo alusión  a la escala del gráfico ni se le requirió expresamente el 

determinar la ecuación de la función. 

Luego de entregadas  y evaluadas las producciones de los estudiantes, se desarrolló en ambos grupos un debate a 

los efectos de socializar resultados, comentar debilidades y fortalezas. Fue ésta una oportunidad para indagar a 

través de una encuesta individual  la opinión de los alumnos sobre las dificultades de comprensión y opinión 

sobre la experiencia. 

 
Figura 2: Consignas del Trabajo Práctico Grupal para grupo 1 (1-5 en aula, de 6-10 fuera  aula)  

 

 
Figura 3: Consignas del Trabajo Práctico Grupal para grupo 2, fuera del aula. 

Resultados 

Análisis de las producciones de los alumnos del grupo 1. 

Para realizar las cinco primeras preguntas los 31 alumnos presentes en la clase se dividieron  en 11 grupos.  

Todos respondieron bien la primer consigna: 9 grupos  usando el mapa,  1 en forma analítica realizando   



proporciones, 1 con una explicación coloquial algo confusa.  

Estos dos últimos grupos fueron los únicos que no respondieron bien la consigna 2, seguramente porque la 

respuesta exigía una respuesta  no numérica. El hecho de intentar buscar una ecuación para  la función  parece  

indicar un mejor nivel de comprensión en tópico que el demostrado por sus compañeros. Sin embargo resultó  un 

obstáculo al momento de responder la segunda consigna cuya respuesta no exigía un número, sino concluir por 

lo descripto en el gráfico “sistema tranvía”. 

En cuanto a la tercera consigna, si bien todas aproximadas, solo los dos grupos  que analizaron la  relación entre 

las variables responden en forma exacta.     

Sólo un grupo se pronuncia por la falsedad del ítem 4 esgrimiendo como justificación que es una función de tres 

variables y que estas no se pueden representar gráficamente. Los restantes, si bien responden que sí es un mapa 

de contorno no mencionan tipo de variable (enteras para las independientes, fraccionaria para la dependiente) ni 

rango de las mismas.  

El requerimiento sobre una ecuación para la función representada muestra claramente  comprensión ingenua en 

la mayoría de los alumnos: 5 grupos la conjeturan  lineal  (estipulan   “ ” ; 

“ ; “la función es un plano”;  “ )”; 3 grupos no responden; otro  

opina que las variables x e y están relacionadas con  , pero aclara que z no es lineal. Los dos grupos que 

parecen comprender  más los datos expresados en el gráficos  expresan 

“ ” (el planteo fue correcto, error de despeje)  y 

“las escalas son incoherentes por eso mismo no pudimos calcular la pendiente la cual satisfaga a la familia de 

rectas del mapa de contorno“   respectivamente. 

Sólo 24 alumnos realizaron la segunda entrega de trabajo práctico, la que resolvieron   reorganizándose en 10 

grupos. Los participantes de dos de los grupos de clase no realizaron la entrega (los que mencionaron 

“incoherencia de la escala” y los que propusieron la “función racional”). Preguntados el porqué de la no entrega 

estos alumnos manifestaron que consideraron a su producción en clase lo suficientemente correcta para no tener 

que reformular las respuestas. 

La sexta pregunta  indaga y a la vez pretende poner la atención  sobre  las escalas. Casi todos los grupos se 

inclinan por caracterizarlas como escala logarítmica (sin mencionar que lo es para ambas variables 

independientes). Mientras algunos lo afirman otros dicen “parece logarítmica” o “son del tipo logarítmicas”. Un 

grupo solo afirma “la escala es no proporcional”. Llama la atención el comentario de un grupo “están adaptadas 

para una localidad específica, donde sólo se pretende obtener la información, para una cantidad de pasajeros, en 

un determinado tiempo”.   

En el ítem 7 se esperaba que  los alumnos trazaran las curvas de nivel k atendiendo a una readaptación de la 

escala,  sin embargo la mayoría de los grupos la hizo usando la función requerida en el siguiente ítem 

( ). Todas éstas fueron trazadas en el plano xy (luego incluyen datos no dados y más 

preocupante aún que todas incluyen al origen de coordenadas). Solo un grupo reconstruye las gráficas a partir de 

los datos (ver grafico 4 c). Por  redondeos, en lugar de rectas obtienen  curvas, por lo que proponen una función 

que incluye una exponencial.  

En el octavo  ítem, para proponer  la ecuación, 3 grupos se concentraron en el planteo real del problema, 

llegando  a través de dos proporciones a  la misma; aunque uno con error.  Las  leyes equivocadas  propuestas 

fueron  lineales  ;     y     (en los tres casos observaron 

una escala no lineal). Un grupo propone  , ley que guarda total coherencia con las curvas de 

nivel adaptadas a escala regular  (grafico 4 c). Ningún grupo realiza comentario alguno sobre el carácter entero 

de las variables independientes. 

El mapa de contorno de la función encontrada, considerando como dominio    fue trazado sólo por la mitad de 

los grupos. Dos mapas representan rectas  que incluyen al origen y otros tres rectas paralelas (en concordancia 

con la ley encontrada). Uno de los grupos que consideró la  ecuación  fraccionaria representó el mapa con rectas 

paralelas.  

Todos los grupos  hipotetizan sobre la escala elegida de manera similar. Por ejemplo,   expresan “a valores 

cercanos de frecuencia trazadas en escala normal, las curvas de nivel se visualizan demasiado cerca, dificultando 

la lectura y compresión de los datos”;  “..y además se adaptó la relación de escalas para que las rectas sean 

paralelas, simplificando aun más la interpretación” ;y  “..se pueden mostrar valores grandes y chicos de las 

variables en un gráfico relativamente normal”  

Análisis de las producciones de los alumnos del grupo 2. 

De un total de cincuenta y seis alumnos del grupo, cuarenta y seispresentaron el trabajo práctico y se organizaron 

en trece grupos. 

En cuanto a las tres primeras consignas: 6 grupos hallan  los valores solicitados  trabajando analíticamente, 

algunos a través de     y otros de sucesivas proporciones (uno no llega a los resultados esperados por 

abusar de los redondeos); 2 grupos responden  correctamente sin justificar como obtienen los resultados mientras 



que 4 grupos responden usando el mapa de contorno pero ignorando  la escala, por  lo que las aproximaciones 

resultaron groseras (ejemplo siendo el valor  17,14  responden “entre 19 y 20 minutos”).   

Un claro ejemplo de conocimiento “ritual” lo da un grupo que usa     intentando 

reproducir un ejercicio de práctica. 

Para responder a la pregunta referida a si se puede asegurar que el gráfico es un mapa de contorno de la función 

frecuencia la  mayoría opina afirmativamente  sin hacer mención a  la  escala  utilizada ni al carácter natural de 

las variables independientes. En la justificación usan casi textualmente la definición presente en el texto de 

cátedra.  Un grupo  opina  “no, porque no representa la proyección de la intersección de la superficie 

 con el plano   sobre el plano “, juzgando forzosa una  escala estándar.  

Cuando se solicita trazar las  curvas de nivel  en un  conjunto más amplio de , 2 grupos 

no lo hacen, 1 lo hace en el rango dado originalmente, otro da la ecuación de las curvas pero no las grafican.  2 

grafican las rectas   para los distintos k, pero sin indicar el “hoyo” en (0;0), los restantes siete  

grupos usan la misma escala del gráfico dado, continuando las rectas (ver gráfico 4, a y b) 

Mejores han sido las producciones de los estudiantes al estimar las derivadas parciales, quizás debido a que 

durante la clase teórica se resolvió un problema similar y que además aquí el manejo de las  escalas no juega un 

rol determinante (dado que en la derivada sólo intervienen longitudes de intervalos “h” pequeños). Los  tres 

grupos que obtuvieron  la ecuación de la función trabajaron de distintas maneras. Uno realiza solo la  estimación 

gráfica, otro sólo la calcula analíticamente y el tercero utiliza ambos procedimientos y comenta que en una de 

ellas la diferencia seguro se debe al error en la apreciación.  Los restantes ocho grupos realizan estimaciones 

gráficas, cinco aceptables y tres no.  

Frente al pedido de interpretar, para este caso real, las derivadas parciales optan mayoritariamente por 

“reproducir” la interpretación de “razón de cambio” presente en el texto. Son dos los  grupos que mejor 

comprensión demuestran al incluir en su análisis el signo de cada derivada. Por ejemplo un grupo argumenta “la 

función frecuencia es proporcional a la capacidad unitaria (variable y) e inversamente proporcional a la 

capacidad máxima necesaria de transporte (variable x), por lo tanto, al realizar las derivadas parciales 

pudimos comprobar esto ya que respecto de x es negativa, por lo tanto la función frecuencia disminuye cuando x 

incrementa. Respecto de y sucede lo contrario”  Este grupo es uno de los que no formaliza la ecuación de la 

función, pero se acerca a ella a través de      y     .   

 
Figura 4: gráficos extraídos de trabajos de alumnos 

 

Llamó la atención la interpretación de un grupo que obtuvo como valores de las derivadas -0.0059 y  0.013: “ya 

que las dos derivadas dieron igual a cero entonces la gráfica de la función tiene un  valor máximo o un valor 

mínimo…”.  Este es un claro ejemplo de conocimiento  ritual (uso del algoritmo que da las condiciones 

necesarias para la existencia de punto crítico)  e ingenuo (aceptar  0.0059=0 y  no reflexionar sobre el  mapa, el 

que claramente muestra que alrededor del punto analizado pasan curvas de mayor y menor nivel).  

Opinión de los alumnos sobre la socialización y puesta en común de los trabajos  

Luego de corregido los trabajos prácticos y a través de filminas se compartieron los errores y aciertos en la 

resolución de los TP relevándose sobre la adhesión a éstos por parte de los demás estudiantes (figura 5 a). Se 

resolvieron las distintas consignas de diferentes maneras. Y se recogió la opinión de los estudiantesdel 2º grupo 

sobre esta práctica a través de una encuesta (fig.5b).  

 



 
Figura 5 a)  Opinión sobre afirmaciones presentes en TP.   

 
Figura 5 b) Encuesta individual 

 

Este sondeo arrojó que el 27%  de los  alumnos están de acuerdo con la afirmación:“Pensé que la ecuación de la 

función frecuencia no se podía encontrar porque eran datos experimentales” yel 48%  opinó erróneamente  “la 

función es lineal”. Sobrela aseveración “El mapa de contorno se construyó usando   

sóloel 2%la aceptó; el 28%lasospechó    verdadera  y 

el 70%  nunca la conjeturó. 

El 52 % de los estudiantes que dieron como interpretación de derivada parcial “la razón de cambio…” 

reconocieron que lo hicieron porque es la que está en el libro/carpeta y el 9% apoyaron la idea  de un grupo  “ya 

que las dos derivadas dieron igual a cero entonces la gráfica de la función tiene un  valor máximo o un valor 

mínimo”, lo cual contradice la información presente en  el mapa de contorno.  

Bajo la EpC los desempeños de comprensión ingenua están basados en conocimientos intuitivos, como un 

proceso no problemático que consiste en captar información, resultando  poco reflexivos y no estructurados. Los 

desempeños de principiante están predominantemente basados en procedimientos ritualizados y mecanismos de 

prueba.  La naturaleza y los objetivos de laconstrucción del conocimiento son descriptos como procedimientos 

mecánicos, paso por paso. Los desempeños de aprendiz están basados en conocimientos y modos de pensar 

disciplinarios y demuestran un uso flexible de conceptos. Los desempeños de maestría  son predominantemente 

integradores, creativos y críticos y permiten usar los conocimientos intradisciplinar, metadisciplinar o 

interdisciplinar. En el análisis de los 24 trabajos entregados, sólo la cuarta parte puede considerarse con 

comprensión de principiante. Tres de éstos presentan algunos rasgos de desempeños de aprendiz.  El 75 % 

restante encuadra dentro de comprensión ingenua.  

Conclusiones 

El NCTM -National Council of Teachers of Mathematics- postula: «los alumnos de todos los niveles deberían 

entender la matemática como un campo de investigación plenamente integrado, que apunta a ayudarlos a 

resolver problemas, razonar y hacer conexiones. Los alumnos deberían estar expuestos a numerosas y diversas 

experiencias interrelacionadas que los alienten a valorar la empresa matemática, a desarrollar hábitos mentales y 

comprender y valorar el papel de la matemática en los asuntos humanos; que debería motivárselos para explorar, 

calcular y hasta cometer y corregir errores para que tengan confianza en su capacidad para resolver problemas 

complejos; que deberían leer, escribir y discutir y que deberían conjeturar, probar y construir argumentos sobre 

la validez de una conjetura ... » (reseñado en Stone Wiske, 1999. p.55) . 

Esta experiencia pretende ser un aporte en este sentido. Sobre ella los estudiantes mayoritariamente (84%) 

valorizaron  poder reflexionar sobre concepciones equivocadas a través de un problema de su interés (88%) y  

sobre las dificultades en relacionar distintos tipos de representaciones de funciones (86%). El 90%opina que el 



trabajo ayudará a que mejore la comprensión de los contenidos de la unidad. 
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