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Resumen

En el presente trabajo se muestran representaciones graficas de funciones complejas utilizadas para
ilustrar y optimizar la comprensidn de diversas nociones conceptuales, en cursos de tercer afio de las carreras de
ingenieria. Se ilustran diversas maneras de representar funciones complejas. Pueden verse graficos de las
componentes de estas funciones, expresadas analiticamente en forma binémica y polar, transformaciones del
plano y mapeo conforme, asi como estudio de ceros y polos. Finalmente una aplicacion de este tipo de funciones
complejas a la mecénica de fluidos, donde pueden visualizarse lineas de corriente y curvas equipotenciales, con
diversos tipos de fuentes, sumideros y obstaculos.

Introduccion

Una funcién compleja es una funcién definida sobre un conjunto S de nimeros complejos. La misma
asigna a cada complejo z en S un nimero complejo w. Denotando ¢ al conjunto de los nimeros complejos y f a
la funcion, entonces f:S— ¢, o también w = f(z). El conjunto S se denomina dominio de definicion de f.

Dado que la representacion grafica de un nimero complejo z = x + iy en un plano resulta un punto de
coordenadas (x,y), para visualizar la relacién funcional antes descripta se hace necesario contar con dos planos:
uno para los valores complejos del dominio S y otro para el conjunto de las imégenes obtenidas al aplicar w =
f(z) a dicho conjunto S. Al primer plano se lo denomina plano z) y al segundo, plano w). Cuando z varia o
describe una trayectoria sobre un conjunto S en el plano z), el conjunto de puntos que son iméagenes dadas por w
= f(z)en el plano w) muestra como actda la funcién w en dicha trayectoria o en los puntos de S. A este proceso
por el cual una funcion compleja transforma los puntos del plano se le llama transformacion o mapeo. La figura
1 muestra el proceso general de transformacion del plano.

Figura 1: Las transformaciones del plano mediante funciones complejas

2.  Fundamentacion

La implementacion de una propuesta didactica que contribuya a mejorar el aprendizaje de la
Matematica en los niveles superiores de las carreras de ingenieria es un objetivo perenne en el cuerpo
docente del departamento de Ciencias Basicas. En el afio 2007 se cred un espacio liberado de la exigencia
formal de las clases habituales, apto para fomentar la experimentacion, la innovacion y la creatividad, en
un ambiente provisto de una herramienta tecnoldgica muy potente, tanto desde el punto de vista simbdlico,
numérico como grafico.

Otro objetivo fundacional del espacio curricular creado es la integracion del area disciplinar
Matematica con otras areas de la carrera de ingenieria, como Fisica y sus disciplinas derivadas, presentes
en el mismo nivel de la carrera. De esta manera se pretende lograr un integracion horizontal de la
asignatura Matematica para Ingenieria Electromecénica.

El espacio curricular en el que se desarroll6 la actividad objeto del presente trabajo, el Taller de
Mathematica, posee caracteristicas didacticas innovadoras: se ubica fuera del horario de cursado, no posee
obligatoriedad de asistencia, la modalidad es del tipo taller: se plantean problemas de asignaturas del
mismo nivel, con el apoyo presencial y virtual del docente. Cabe destacar que los Trabajos Practicos
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planteados se aprueban mediante un coloquio para poder rendir la asignatura vinculada, esto significa que
en el nivel de tercer afio debe aprobar el taller antes de presentarse a rendir la asignatura Matematica para
Ingenieria Electromecanica.

Desarrollo

Se describe en forma sintética la experiencia de catedra realizada en el marco del Taller de
Mathematica sobre aplicaciones graficas de funciones de variable compleja. Es una serie de desarrollos
exploratorios sobre representaciones graficas y aplicaciones fisicas del tema.

a) _Representacionesy mapeos

Es posible representar una funcion compleja mediante dos planos: uno para la variable z y otro para la
variable w, de modo que se visualice la transformacion o aplicacién de los puntos del plano de acuerdo a las
leyes de la funcion por w = f(z).

En las figuras siguientes se muestran mapeos de funciones complejas realizados en el Taller de
Mathematica. En la figura 2 las funciones se expresaron en forma bindmica w = u +i.v Para ilustrar los
casos de forma uniforme, se han utilizado el Dominio conjuntos de puntos de valor constante x = cte e
y=cte.

\Dominio X cte;y cte\

Figura 2: Mapeos del plano complejo mediante funciones sencillas. Forma binémica.

En la figura 3 las funciones se desarrollaron en su forma polar w = y,, y los conjuntos del Dominio como
maédulo p=cte y argumento =cte.

Dominio  cte; cte

Figura 3: Mapeos del plano complejo mediante funciones sencillas. Forma polar

En la resolucién de problemas fisicos, estas transformaciones del plano mediante funciones complejas
se utiliza a menudo para obtener regiones mas simples del mismo, conservando ciertas propiedades que no
afecten la solucion final. Es menester entonces conocer con exactitud la mecanica que gobierna estas
transformaciones, y esta herramienta grafica proporciona una verificacién de las operaciones con funciones
utilizadas en cada caso. Méas adelante se expondran aplicaciones de este método al estudio de fendmenos fisicos.

b) _Representacion grafica de componentes de funciones complejas

Cuando un concepto logra representarse de maneras diferentes, aumenta la posibilidad de comprenderlo, y si
se logra dominar el proceso de cambio de una representacion a otra, la eficacia didéactica de la actividad
aumenta. La representacion grafica de funciones complejas puede realizarse de diversas maneras, dada la
existencia de componentes reales e imaginarias tanto para el Dominio como para el Conjunto de imégenes.
Esto aparentemente constituye una dificultad adicional para la comprension, pero las posibilidades analiticas



y gréaficas del programa Mathematica brindan una oportunidad interesante que vale la pena explorar.
Enumeramos algunas formas de representacién grafica que se han explorado:

c) Grafica de las componentes de una funcion

Sea una funcion f: D — r? — r?, donde f es, por ejemplo, la componente Real u(x,y) de f(z), la componente
Imaginaria v(xy) de f(z) -si se han expresado en forma binémica-, el Mddulo w(p, 8) 0 el Argumento ¢(p, 6).

Las diferentes graficas se muestran en la figura 4.
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Figura 4: f(z) =5. (z + 0.2)>. Iméagenes de la componente Real, Imaginaria, Argumento y Médulo.

¢;) Grafica del campo de vectores o campo de direcciones

d)

Esta representacion est4d asociada a las funciones componentes Real e Imaginaria de una funcién
compleja w = u(x,y)+i.v(x,y) . Resulta Util en aplicaciones fisicas, donde al modelizar una situacién
practica aparecen ecuaciones diferenciales. La figura 5 ilustra sobre esta forma de representacion.
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Figura 5: f(z) =5. (z + 0.2)%. Imagenes del campo de v

ectores asociado con f(z).

¢,) Gréfica de una funcién compleja expresada en forma polar mediante el método de coloracién

del dominio.

Esta técnica permite modificar los colores del dominio de acuerdo al argumento de f(z) y lo combina
con graficos de grillas que son gobernadas por el médulo de f(z). De esta manera en un mismo gréafico
puede apreciarse la variacion de las dos componentes de la funcion, sobre el fondo del plano z), lo que
posibilita la ubicacion de puntos notables que puede contener la funcién.

dominio. Las funciones f(z) =2
f,(2)=(z2—2)".(z+1-2i).(z+2+2i)/7.

Figura 6: Imagenes de funciones complejas obtenidas con el método de coloracion del
f,2)=2*; fi(z)=(z+2)%(z-1-2i).(z+i);

Estudio _de ceros vy polos de funciones complejas mediante la combinacion de las técnicas

anteriores.

El manejo diestro de estas técnicas de representacion grafica permite investigar la ubicacién de ceros y
polos, asi como estudiar la convergencia de la funcién hacia dichos puntos. El trabajo puede extenderse




al estudio de derivadas de funciones analiticas y armoénicas, de aplicacién en el modelizado de
situaciones reales. La figura 7 muestra un ejemplo de este estudio.

— 23, 1-—2i) 2420
w=f(z]=(z .+ : JE=+2+20)

Figura 7: Iméagenes de la funcion z
polos.

mostrando ceros y

e) Aplicaciones a Mecanica de Fluidos:

Las funciones complejas pueden utilizarse en la modelizacién y el andlisis del flujo de
fluidos. En este caso se ha aplicado al estudio de un movimiento bidimensional estacionario
(independiente del tiempo). La velocidad de una particula de fluido en un punto est4 dada por
V(xy) =pxy) +iq(xy), lasque pueden expresarse como p(X,y)= Dx(X.y) y a(x,y)= D,(X.y).

La funcién @(x,y) se denomina potencial de velocidad y la funcién arménica conjugada de ®(x,y) es
w(x,y), de modo que la funcién analitica compleja F(z) = ®(x,y)+ i w(x,y) se denomina potencial
complejo del flujo y la funcion w(x,y) funcion de corriente.

Los graficos de las curvas de nivel de @(x,y) = cte (curvas equipotenciales) y w(x,y)=cte (curvas de
corriente) permiten estudiar el movimiento de un fluido en un plano, ya que las trayectorias representan
los caminos reales de las particulas de fluido al modelar el flujo, y las curvas equipotenciales resultan
ortogonales a las de corriente.

La préactica asociada a esta teoria se basé en modelado de movimiento de fluidos, desde los mas simples
como flujos uniformes, manantiales y sumideros, hasta la superposicién de los casos anteriores,
movimientos irrotacionales y de rotacion, torbellinos y aplicaciones de transformaciones del plano
complejo a circulaciones alrededor de obstaculos de forma diversa.

En el caso de flujos uniformes con velocidad constante V, (que forma un angulo § con el gje x) , la
funcion compleja que modeliza el fenémeno es F(z) = Vo . e™.z.

Las fuentes y sumideros pueden representarse mediante la funcion compleja F(z) =c.In(.z-a), donde ¢
es la intensidad de la fuente o sumidero ubicada en z=a, y su signo determina esta Gltima dualidad .

La combinacion de una fuente en z=a y un sumidero en z=b se puede representar mediante la
funcion F(z) =c.In(.z-a)/In(z-b), donde ambas intensidades tienen valor constante igual a c.

El flujo con circulacion y un vortice en z=a puede modelizarse por F(z) =i.c.In(.z-a). El signo de la
intensidad determina el sentido de circulacion del flujo.

Figura 8: Imégenes de modelizacién de movimiento bidimensional de fluidos mediante funciones complejas.
Flujo uniforme, fuente, combinacion de fuente y sumidero, y circulacion con vortice.

Si la funcion del potencial complejo es F(z) =c.z", con n entero, puede representar el movimiento del
fluido entre dos paredes que forman un angulo a/n. Las graficas siguientes muestran estas
situaciones para diferentes valores de n.



Figura 9: Imagenes de modelizacion de movimiento bidimensional de fluidos confinado entre paredes que
forman un angulo. Las dos primeras se refieren a un angulo de 90°, luego uno de 60° y uno de 45°.

En el caso de combinacion de una fuente con un sumidero de igual intensidad separados una
distancia nula, se obtiene un doblete, dado por la funcion F(z) =-m/z, con m dependiendo de la
intensidad de los dos elementos.

Al combinar un doblete con una corriente paralela de intensidad c, se obtiene la funcién F(z) = -c.z-
m/z, que muestra la creaciéon de una linea de corriente circular, obligando a las lineas de corriente
paralelas a bifurcarse como si encontraran un obstéaculo.

Puede modelizarse un vértice formado en el fondo de una pileta (vortice y sumidero de igual
intensidad), mediante la funcién F(z) =-In z-i.In z

3

Figura 10: Imagenes de modelizacién de movimiento bidimensional de fluidos combinando una fuente y un
sumidero (doblete), un doblete y una corriente paralela, y un vortice y un sumidero (vortice de bafiera).

Para modelizar el movimiento de un fluido debido a una corriente paralela al eje de las x, con
velocidad uniforme, ante un obstéculo cilindrico circular se utiliza la funcién F(z) =-c.(z+a%/z).

En la representacién del movimiento de un fluido debido a una corriente paralela al eje de las x,
con velocidad uniforme, ante un obstaculo cilindrico circular y con una circulacién alrededor de
él, se emplea la funcién F(z) =-c.(z+a%z)-i.k.In z, con k proporcional a la circulacién del fluido.

Figura 11: Imagenes de modelizacion de movimiento bidimensional de fluidos combinando una corriente
uniforme con un obstaculo cilindrico, uno semicilindrico y un obstaculo con circulacion alrededor de él.

Cuando se trata de estudiar el comportamiento de una corriente de fluido con velocidad uniforme
frente a un obstaculo con perfil de ala de avidn, debe previamente modelizarse éste mediante una
funcion compleja. Se aplica para ello la transformacion de Joukowski, F(z) =z +1/z, sobre un recinto de
forma circular hasta obtener la forma deseada del perfil, y luego se desarrolla la teoria aplicada para los
casos anteriores.



_Transformacion de Joukowski
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Figura 12: Imagenes de la transformacion compleja de Joukowski utilizadas para modelizar el movimiento
bidimensional de fluidos combinando una corriente uniforme que atraviesa obstaculos con forma de ala de
avion.

4, Resultados vy conclusiones

La experiencia acumulada desde el afio 2007 hasta la fecha permite comprobar la eficacia de esta
instancia de aprendizaje, desde varias perspectivas:

Desde el alumno: Se verificd un aumento en el interés por participar en las clases, una mejora en el
rendimiento académico en examenes, promocién de la asignatura y mejora en la calidad de los trabajos
realizados. Se plantearon trabajos de exploracién sobre aplicacion de contenidos a cuestiones practicas, ya
presentados en otros encuentros sobre experiencias de catedra .

Desde el docente: La experiencia para el equipo de catedra result6 valiosa, permitiendo enriquecer el proceso
ensefianza-aprendizaje, afianzar la compresién de los conceptos y plantear nuevos temas de investigacion
exploratoria. Se logro la aplicacion de los temas matematicos a situaciones problematicas de otras

asignaturas.

La permanencia de esta propuesta didactica permitira que la misma se consolide, mejore y se perfeccione, con
el aporte de alumnos y docentes de la catedra y de otras asignaturas, en un intercambio continuo de experiencias.
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