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Resumen  

      Se presenta un problema de Álgebra Lineal, tratado desde el enfoque de la Enseñanza para la Comprensión 

donde aparece la dualidad geométrica como enriquecedora del mismo. El objetivo de este trabajo es mostrar un 

desempeño flexible en la resolución aproximada de un sistema incompatible con el método de la seudo inversa.      

Con el concepto de dualidad mostramos que este problema es equivalente a resolver el problema clásico de 

mínimos cuadrados de interpolar una recta por un conjunto de puntos dados, sin recurrir al bagaje matemático 

inalcanzable para un alumno de ingeniería de los primeros años. Las herramientas CAS (Scilab) realizan el 

cálculo con métodos que son transparentes para el usuario 

 

INTRODUCCIÓN 

       En el nivel universitario se requiere un aprendizaje eficiente en tiempo y esfuerzo. En el área de la 

Matemática la tendencia es dedicar el tiempo que se emplea en cálculos rutinarios y operatoria estéril en sí 

misma, a la formación de conceptos y aplicación del conocimiento (Hillel J. 1997). En las carreras de Ingeniería, 

la Matemática además de disciplina formativa primordial, es la herramienta general. La computadora permite la 

inmediata verificación numérica de una propiedad, la representación gráfica en dos y tres dimensiones, la 

utilización de resultados teóricos a problemas concretos en situaciones reales y ayuda a una exploración 

inductiva del conocimiento por la inmediatez de la respuesta del procesador. Esto, puede ser utilizado para 

educar en los conceptos de la matemática y enseñar que, para la parte operativa es la computadora la que da la 

solución siempre que el que la use sepa lo que quiere y entienda lo que ella le ofrece como resultado (Anido, M.; 

Rubio Scola, H. 2000).  

       En los últimos años se han desarrollado las llamadas herramientas CAS (Computer Algebraic System); 

como poderosas calculadoras numéricas, simbólicas y gráficas que no requieren conocimientos específicos de 

programación. Las nuevas herramientas ayudan y estimulan a ‘hacer’, ‘enseñar’ y ‘aprender’ Matemática 

(Anido, M.; Rubio Scola, H. 2006). Utilizan una sintaxis lógica y son abiertas a la creación de nuevas funciones.  

Realizan la manipulación de símbolos y expresiones que se obtienen al resolver ecuaciones algebraicas lineales 

(Ruthven, K. 1990). La idea es utilizar las capacidades de estas herramientas para implementar las diferentes 

formas de resolución, ahorrando el tiempo empleado en cálculos rutinarios con el propósito de proveer más 

tiempo de clase para discutir sobre conceptos matemáticos. En este trabajo se utiliza el software libre Scilab 

(Bunks, C. et al, 1999). 

        El objetivo de este trabajo es mostrar un desempeño flexible en un problema de Álgebra Lineal en la 

resolución aproximada de un sistema de ecuaciones incompatible con el método de la seudo inversa. Con el 

concepto de dualidad mostramos que este problema es equivalente a resolver el problema clásico de mínimos 

cuadrados de interpolar una recta por un conjunto de puntos dados, sin recurrir al bagaje matemático 

inalcanzable para un alumno de ingeniería de los primeros años. El software Scilab realiza el cálculo con 

métodos que son transparentes para el usuario, utilizando la seudo inversa. La solución de la seudo inversa es la 

mejor aproximación en la norma euclideana. El concepto de seudo inversa, en general no pertenece a la currícula 

de grado, siendo tema de cursos de posgrado (Pastorelli y Cadoche, 2008). 

 

Desempeño flexible, desde el marco teórico de la Enseñanza para la Comprensión  

       La obtención de “una solución” del sistema de ecuaciones algebraicas lineales incompatible consiste en 

utilizar diferentes enfoques desde el marco teórico de la Enseñanza para la Comprensión. Esta propuesta se 

entiende como la habilidad de pensar y actuar flexiblemente con lo que uno conoce, no se reduce únicamente al 

saber cómo sinónimo de conocimiento, sino que además implica la idea de hacer uso de él y de manera variada.    

Por eso David Perkins (1999, 2004) concibe a la comprensión como la ‘capacidad de desempeño flexible’. La 

‘comprensión incumbe a la capacidad de hacer con un tópico una variedad de cosas que estimulan el 

pensamiento, tales como explicar, demostrar y dar ejemplos, generalizar, establecer analogías y volver a 

presentar el tópico de una nueva manera’. De acuerdo a esto, el aprender para la comprensión es aprender un 
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desempeño flexible, lo que sucede, por ejemplo, cuando se improvisa en la música, cuando se desarrolla una 

conversación, cuando se realiza una investigación científica; y, para nuestro caso, cuando se razona 

matemáticamente. Si es que un estudiante no puede ir más allá de un pensamiento y acción memorísticos, 

rutinarios, significa que hay falta de comprensión. 

       En las últimas décadas, los teóricos del aprendizaje han demostrado que los alumnos no recuerdan ni 

comprenden gran parte de lo que se les enseña. Para comprender ideas complejas y formas de investigación, los 

estudiantes deben aprender haciendo y deben intercambiar activamente opiniones. Para ello los docentes 

necesitan responder a las siguientes preguntas:  

1. ¿Qué tópicos vale la pena comprender? 

2. ¿Qué deben comprender los alumnos sobre estos tópicos? 

3. ¿Cómo podemos fomentar la comprensión? 

4. ¿Cómo podemos averiguar lo que comprenden los alumnos? 

Estas cuatro preguntas son contestadas desde el marco conceptual de la Enseñanza para la Comprensión a través 

de estos  cuatro elementos (Tapia W. , 2004) : 

Tópicos Generativos. Son temas, cuestiones, conceptos, ideas, etc. que ofrecen profundidad, significado, 

conexiones y variedad de perspectivas en un grado suficiente como para apoyar el desarrollo de comprensiones 

poderosas por parte del estudiante. Son características de los tópicos generativos el ser centrales para uno o más 

dominios o disciplinas, suscitar la curiosidad de los estudiantes, son de interés para los docentes, son accesibles, 

ofrecen la ocasión de establecer numerosas conexiones. Identificamos en este trabajo como tópicos generativos 

‘los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales incompatibles y su resolución” 

Metas de Comprensión. Son los conceptos, procesos y habilidades que deseamos que comprendan los 

estudiantes y que contribuyen a establecer un punto central cuando se ha determinado hacia dónde encaminarse. 

En el trabajo propuesto los estudiantes desarrollarán comprensión en cuanto a: métodos de resolución 

aproximada de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales incompatibles. ¿Cuál es la vinculación entre los 

diferentes enfoques de resolución? 

Desempeños de Comprensión. Son las actividades que proporcionan a los estudiantes la ocasión de aplicar los 

conocimientos a una diversidad de situaciones con la guía de un buen entrenador. Les exige ir más allá de la 

información dada con el propósito de crear algo nuevo reconfigurando, expandiendo y aplicando lo que ya 

saben, así como extrapolando y construyendo a partir de esos conocimientos. Los mejores Desempeños de 

Comprensión son los que le ayudan al estudiante a desarrollar y a demostrar la comprensión. Además, desafían 

los prejuicios, los estereotipos y el pensamiento esquemático y rígido de los estudiantes. Son características de 

los Desempeños de Comprensión el ayudar a construir y a demostrar la comprensión de los estudiantes, exigir 

que los estudiantes muestren sus comprensiones de una forma que pueda ser observada, haciendo que su 

pensamiento se torne visible. En el trabajo propuesto, estos desempeños de comprensión estarán dados por: 

actividades autónomas de resolución de sistemas frente al ordenador. El propósito de esta actividad es que sean 

capaces de comprender y visualizar, en el sentido de Guzmán, M. (1996), cada una de las soluciones 

aproximadas al problema, aplicando el principio de dualidad. 

Evaluación Continua. La Evaluación Continua es integrar el desempeño y la retroalimentación que necesitan 

los estudiantes en el desarrollo de la comprensión de un tópico o concepto específico, de tal modo que permitan 

mejorar sus próximos desempeños. La Valoración Continua tiene dos componentes principales: establecer 

criterios de valoración y proporcionar retroalimentación. Los criterios de valoración deben ser claros, pertinentes 

(estrechamente vinculados a las Metas de Comprensión de la unidad) y públicos (todos en la clase los conocen y 

los comprenden). Es importante que la retroalimentación se proporcione con frecuencia, desde el inicio hasta la 

conclusión de la unidad junto con los Desempeños de Comprensión. A veces la retroalimentación puede ser 

formal y planeada (tal como la retroalimentación sobre las presentaciones) y otras veces pueden ser más informal 

(como responder a los comentarios de un estudiante en las discusiones de clase). También debe proporcionar a 

los estudiantes información sobre el resultado de los desempeños previos y también sobre la posibilidad de 

mejorar los futuros desempeños e informar sobre la planeación de las clases y actividades siguientes. Por último 

debe recoger diferentes perspectivas de las reflexiones de los estudiantes sobre su propio trabajo, de las 

reflexiones de los compañeros sobre el trabajo de los otros y de los docentes mismos. 

 

Dualidad  

     Se usará, en este trabajo, el concepto de Dualidad como herramienta para el  desempeño de Comprensión 

dentro del marco teórico de la Enseñanza para la Comprensión. Según (E. Gracián, 2009): 



Existe una idea muy difundida según la cual se considera que la Geometría de Euclides es la geometría real del 

espacio en el que vivimos, lo que nos lleva a considerar otras geometrías diferentes, como la Proyectiva, como 

artilugios matemáticos para los que se requieren ciertas dosis de imaginación, cuando no de fantasía. Sin 

embargo, esto no es cierto. Cualquiera puede ver dos rectas que se cortan, pero nadie ha visto nuca dos rectas 

paralelas, algo cuya existencia afirma rotundamente la Geometría Euclídea. La visión más realista de dos rectas 

paralelas la tenemos cuando miramos un tendido de vías de tren que se pierde en la lejanía. Lo que en realidad 

vemos entonces es que ambas vías se unen en algún punto del horizonte. 

        Uno de los resultados más espectaculares que se desprenden de la Geometría Proyectiva es el llamado 

“principio de dualidad”, enunciado en el siglo XIX. Este afirma, en el caso del plano, por ejemplo, que las 

proposiciones que se establecen en Geometría Proyectiva siguen teniendo significado y los teoremas siguen 

siendo válidos cuando se intercambian los términos “punto” y “recta”. Lógicamente también deben cambiarse 

los términos que especifican posiciones relativas entre estos elementos, como puedan ser “cortar” y “unir” o 

“pasar por” y “estar en”. Por ejemplo, si un enunciado dice: “dos rectas se cortan siempre en un punto”, su 

enunciado dual afirma que “dos puntos están siempre sobre una recta”. Lo importante del principio de dualidad 

estriba en que una vez demostrado un resultado, queda automáticamente demostrado su dual. 

Un ejemplo de enunciados duales es el siguiente 

 

 
Las rectas r y s se cortan en el punto P.  

 
Por los puntos R y S pasa una única recta p. 

 

 

Aplicaremos el principio de dualidad en la resolución de un problema que lleva a resolver un sistema de 

ecuaciones incompatible. 

 

EL PROBLEMA DE INVESTIGACIÓN 

        En la búsqueda de una solución aproximada a sistemas incompatibles modelizadores de situaciones que se 

presentan en Ingeniería, proponemos utilizar dos formas de encontrar una solución aproximada, las cuales se 

pueden considerar como duales, aplicando el principio de dualidad geométrica. Las aproximaciones se pueden 

hacer a través del método de los mínimos cuadrados, a través del cálculo de la seudo inversa de la matriz del 

sistema, aplicando programas computacionales (Nakos, G. et al. ,1999). 

 

El problema matemático y una primera solución  

        Es frecuente obtener puntos experimentales y buscar una función cuya gráfica pase por esos puntos. Por lo 

general, la naturaleza del problema determina el tipo de función que se necesita. Por ejemplo supongamos que 

nuestro problema sugiere una recta, y que tenemos tres puntos dados. 

        En este caso,  

y = mx + h                                                                                                             (1) 

es la ecuación de esa recta. ¿Cuál será la pendiente m y la ordenada al origen h cuando se pide que pase por los 

puntos (1, 2) (2,4) (3,3)? En general esto no tendrá solución exacta, pues tres puntos no están necesariamente 

alineados (ver Figura 1). 

        El sistema lineal resultante de (1) en las incógnitas m y h es: 
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         Evidentemente resulta ser inconsistente, de manera que nuestro problema no se puede resolver con 

exactitud. Un primer enfoque nos llevaría a tratar de determinar la recta que mejor se ajuste a esos puntos: 

Llamemos i a la distancia de entre un punto (xi, yi) a la recta. Dicha distancia se obtiene por la fórmula 

(Grossman S., 2008): 
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          En este caso, supongamos que lo deseable es que la mejor recta sea tal, que los errores de distancia de los 

puntos a la recta δi, i = 1, 2, 3, que es equivalentes a minimizar los errores i , i = 1, 2, 3, Dado lo engorroso que 

significa trabajar con los valores absolutos, una forma equivalente seria hallar un m y un h que minimice la suma 

de los cuadrados (norma euclidiana ). Una solución para m y h que minimice la suma de los cuadrados de los 

errores, se llama solución de mínimos cuadrados. 

           O sea es la solución del siguiente problema: Encuentre los números m y h tal que la suma: 

[y1 - (h+mx1 )]
2
+ [y2 - (h+mx2 )]

2 
+…+[yn - (h+mxn )]

2 
, sea mínima.  

Para estos valores de m y h , la recta y = mx +h se llama aproximación por el método de mínimos cuadrados a 

los datos (y1 , x1 ), (y2 , x2 ),
 …,

(yn , xn ). Este método ya es conocido por los alumnos. En este ejemplo, los valores 

de m y h son  2 y 0,5 respectivamente. Pueden ser obtenidos a través del software Scilab, a través de la 

instrucción “ \” (backslash), denominada división matricial por izquierda, o la instrucción “pinv”, ambas utilizan 

la seudo inversa en el cálculo. 

Figura 1. Gráfica de los tres puntos no alineados, de la recta que mejor ajusta, de las distancias i y i 

 

Una interpretación geométrica dual 

         El sistema lineal inconsistente (2) se puede generalizar y simbolizar  

A x = b             (3) 

en el que A es una matriz m x n.. 

         Consideramos, no obstante, que la visualización intuitiva de un “ajuste lineal” que pase por distintos 

puntos, como hemos visto en el ejemplo graficado anteriormente es conocida (se trata de intuir “una recta” que 



vincule puntos no alineados). Si extrapolamos a un pensamiento dual, el problema así presentado en la ecuación 

(3), por ser un sistema inconsistente, puede pensarse como la representación de un conjunto de hiperplanos que 

no se cortan en un mismo punto.  Los hiperplanos se obtienen al representar geométricamente cada fila del 

sistema de ecuaciones. 

         En la dimensión de nuestro ejemplo en el plano, las ecuaciones pueden pensarse y son naturalmente, en una 

concepción dual del problema inicial, rectas del plano que no se cortan en un único punto. El principio de 

dualidad afirma que a partir de cualquier teorema o construcción de geometría proyectiva podemos obtener otro, 

llamado el dual, sin más que intercambiar las palabras punto y recta, modificando también las relaciones entre 

los puntos y las rectas. Entonces, por este principio, un punto se convierte en una recta y los puntos alineados se 

convierten en rectas que pasan por un punto. 

          En el caso de los tres puntos datos, la figura dual es un triángulo y la existencia de punto de mínima 

distancia a los lados, se puede asegurar geométricamente (intersección de las bisectrices). Consideramos que esta 

visualización de un punto que minimice las distancias a las tres rectas, aunque en un caso particular, facilita la 

comprensión y la consideración del problema dual y contribuye a lo que Perkins (2004) llama un “desempeño 

flexible”. 

 
Figura 2. . Gráfica del problema dual, los puntos se transforman en rectas y la solución se encuentra en el punto 

(2, 0.5). 

 

       El proceso de aproximación a la solución interpretado geométricamente en el plano, implica una dualidad 

geométrica representada en las figuras (1) y (2). En el ejemplo analizado, en el problema inicial de mínimos 

cuadrados, la recta solución tiene como coeficientes las coordenadas del punto de mínima aproximación a las 

tres rectas en el problema dual. 

         Se debe dejar aclarado que cuando se trata de más de tres puntos datos, el dual es en general un polígono 

irregular y nuevamente se trata de obtener un punto a mínima distancia de los dados. Este tipo de problemas se 

abordan muy fácilmente a través del software Scilab, donde la solución viene dada a través de la pseudo inversa, 

con el comando “pinv”, que calcula utilizando SVD (singular value decomposition). 

 

CONCLUSIONES 

        Según Alsina Catalá (1987) el referente geométrico en dos y tres dimensiones contribuye a la formación del 

pensamiento visual. Por su parte, Guzmán (2002) afirma que existe una correspondencia entre la representación 

visual y los significados matemáticos (representación isomórfica). La visualización de una situación dual, como 



recurso de análisis, es formativa en sí misma y facilita la compresión global de una modelización más abstracta 

por el desempeño flexible que implica. El interés de problemas de este tipo, es dar significación geométrica a 

recursos de cálculo numérico que si bien tienen su fundamento en conceptos teóricos del análisis matricial, son 

utilizados en forma totalmente mecánica en distintos campos de aplicación, sobre todo a partir del advenimiento 

de los programas computacionales de cálculo simbólico y gráfico. Los problemas tomarán así un significado 

visualizable y esto, si bien no reemplaza a las demostraciones rigurosas, a las que se puede recurrir en las fuentes 

apropiadas, es una guía correcta y valiosa para el análisis, interpretación y justificación de sus soluciones. 

        Se ha mostrado a través de un ejemplo, el estímulo a un desempeño flexible de la comprensión, en cuanto a 

conexiones en distintos dominios conceptuales y distintas representaciones de conceptos del álgebra lineal. Esto 

da un significado geométrico a la teoría abstracta que se aplica, a través de los programas computacionales.    

Además, cuando se resuelve un sistema incompatible encontrando una solución aproximada a través de la 

pseudo inversa, es más complicado “teóricamente”(SVD –Singular Value Decomposition) que el método de 

mínimos cuadrados, pero en la computadora eso es transparente. 
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