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RESUMEN 
En este trabajo se presenta una metodología didáctica orientada al aprendizaje contextualizado de las 
transformaciones conformes en el marco de la ingeniería electrónica. El alto grado de abstracción  implícito en la 
temática relativa a la teoría de funciones de variable compleja, plantea el desafío de una forma de abordaje que 
no solo facilite la apropiación de su significado sino que enfatice su utilidad en el contexto profesional. Bajo esta 
premisa se propone la deducción de la carta de impedancias de Smith, de uso fundamental en la resolución de 
líneas de transmisión, mediante la aplicación de la transformación de Möbius o bilineal para su aplicación en la 
resolución grafica de circuitos eléctricos de parámetros concentrados.  
 
INTRODUCCIÓN 

La enseñanza de las diferentes áreas de la  Matemática es un tema de preocupación para todos los 
docentes de carreras de ingeniería, constituyendo un desafío que requiere de intervenciones  innovadoras que 
permitan no solo un mejoramiento de la calidad de los aprendizajes, sino  especialmente avanzar en el logro de 
mejoras  cualitativas del proceso de enseñanza. Estas mejoras se enmarcan en el desarrollo de competencias, 
entendidas como el conjunto de conocimientos, habilidades y destrezas pertinentes a la formación de los 
alumnos en relación al perfil profesional establecido.  
En particular, el desinterés de los estudiantes se acentúa cuando la temática a abordar resulta eminentemente 
abstracta, por no resultar evidente su importancia en relación con la problemática específica de cada orientación. 
Se plantea entonces la necesidad de anticipar aplicaciones que aumenten la motivación buscando un equilibrio 
entre la formación previa de los alumnos, la complejidad de los temas adicionales a tratar  y la disponibilidad de 
tiempo y recursos. 
En este contexto, se presenta en este trabajo una experiencia didáctica implementada en un curso de funciones de variable 
compleja para la carrera de ingeniería electrónica, que intenta  remarcar el carácter formativo de la matemática 
evidenciando  que, además de  propiciar  el desarrollo de técnicas de razonamiento lógico que resultan de gran 
utilidad  a la hora de  afrontar situaciones complejas,  proporciona el lenguaje, los fundamentos y los métodos de 
cálculo necesarios para el planteamiento y la resolución de problemas fundamentales de la especialidad [5,6,7]. 
Teniendo en cuenta la base de conocimientos de los alumnos en el segundo año de la carrera, se plantea una 
aplicación de la transformación bilineal o de Möbius en la que la matemática surge naturalmente como una 
forma eficiente de plantear gráficamente problemas relacionados con circuitos eléctricos bajo régimen 
estacionario sinusoidal. Con este enfoque, la resolución e interpretación de resultados se facilitan evitando 
cálculos engorrosos con números complejos. La metodología propuesta se aplica en la determinación de 
impedancias equivalentes y en la adaptación conjugada carga-generador para máxima transferencia de potencia. 
Se anticipa el uso de la carta de impedancias para resolver sistemas involucrando líneas de transmisión o de 
parámetros distribuidos. En las asignaturas donde se presenta esta temática, la deducción de la carta se realiza en 
base al concepto físico de reflexión de ondas de tensión y corriente, expresando su relación como una 
impedancia variable con la posición que es función del coeficiente de reflexión [12,13,15]. De modo que, la 
visualización secuencial desde esa doble perspectiva refuerza la idea de que la matemática no solo sustenta 
formalmente las herramientas usadas en ingeniería sino que representa el lenguaje que permite describir los 
fenómenos físicos.  
FUNDAMENTACIÓN 
La falta de motivación y compromiso de los estudiantes de ingeniería con su propio proceso de aprendizaje en lo 
referente a la formación matemática, es un tema de preocupación permanente en las Universidades. Impone a los 
docentes el desafío de diseñar las asignaturas de matemática evitando la simple acumulación de conocimientos 
mediante la implementación de estrategias didácticas que no solo tengan en cuenta las características propias de 
la ciencia, su estructura y secuencialidad, sino que incorpore las teorías del aprendizaje, el aprovechamiento de la 
tecnología como recurso facilitador del proceso de enseñanza y, fundamentalmente, la contextualización de los 
saberes en el marco de las competencias profesionales que se desean incentivar [8,9,10]. 
La teoría de Funciones de Variable Compleja forma parte esencial de la currícula de Ingeniería Electrónica ya 
que sustenta formal y conceptualmente las herramientas empleadas para el análisis y diseño de circuitos y 
sistemas electrónicos. De todos modos, el nivel de abstracción asociado tiene como consecuencia la pérdida de 
motivación de los alumnos. En consecuencia, los docentes de estas asignaturas nos encontramos ante el desafío 
de lograr un equilibrio entre una sólida formación teórico-conceptual  y un enfoque orientado a las aplicaciones, 
sin perder el objetivo formativo [11,14] 



En el caso particular de las transformaciones conformes, si bien presentan la posibilidad de una representación 
gráfica, la dificultad de asociarlas con una aplicación concreta a problemas de electrónica reduce el interés al 
abordarlas al presuponerlas de poca utilidad en ingeniería. [7,8]. 
Con el fin de revertir esta visión negativa de los alumnos, se presenta la posibilidad de la resolución gráfica de 
circuitos eléctricos en el plano complejo, mediante el uso de una  transformación conveniente. 
En todo circuito eléctrico en régimen estacionario sinusoidal, las impedancias se representan con valores 
complejos con una parte real o resistiva y otra imaginaria o reactiva que depende de la frecuencia angular de la 
excitación. Si los componentes del circuito son pasivos, la parte real de las impedancias solo podrá adoptar 
valores positivos o nulos mientras que sobre la parte imaginaria no se imponen restricciones. En cuanto al 
módulo de las impedancias, pueden tomar valores desde cero en el caso de un corto circuito, hasta  tender a 
infinito para el caso de un circuito abierto. De modo que su representación gráfica directa implica trabajar en una 
región no acotada del plano complejo extendido ( el semiplano  Re (Z)  0 ), lo que le quita utilidad práctica. 
Se propone como alternativa el uso de una transformación conforme que aplique el referido semiplano en una 
región acotada del plano complejo, en particular, el círculo unitario. Utilizando la propiedad de las 
transformaciones bilineales de establecer un isomorfismo conforme entre círculos y semiplanos del plano 
complejo extendido, se plantea la deducción y utilización de una carta de impedancias restringida a un círculo de 
radio unitario centrado en el origen [3,4].  
OBTENCIÓN DE LA CARTA DE IMPEDANCIAS: PRESENTACIÓN DE PROBLEMA 
En un circuito eléctrico, la relación entre la tensión y la corriente en cada componente se denomina impedancia y 
su unidad de medida es el ohm, Z []. Para régimen estacionario de operación bajo excitación sinusoidal, la 
impedancia resulta un número complejo cuya parte imaginaria, la reactancia, depende de la frecuencia angular, 
.  Representar todos los valores posibles de Z en el plano complejo implica considerar una región no acotada ya 
que el módulo de la impedancia puede variar desde cero, en el caso de un corto circuito ( tensión nula),  hasta 
tender a infinito en el caso de un circuito abierto ( corriente nula ). Si se consideran solo redes pasivas, la región 
a considerar resulta el semiplano definido por Re{Z}   0 lo que le quita utilidad práctica para la resolución 
gráfica de circuitos. Por lo que se platea la posibilidad de usar transformaciones conformes que permitan aplicar 
esta región en otra que resulte acotada. Se recurre a la transformación de Möbius o bilineal (TB) debido a su 
propiedad de aplicar círculos en círculos, incluyendo los de radio infinito  (rectas) [1,2,3,4]. 
El problema a resolver es hallar la TB que mapee el semiplano mencionado del  plano complejo extendido,        
 {}, asociado a la variable independiente Z , en el interior del círculo unitario centrado en el origen del 

plano complejo asociado a la variable transformada o dependiente W (Z) de modo que resulten conformemente 
equivalentes (Figura 1). De todas las transformaciones posibles se adopta la que conduce a la llamada Carta de  
Impedancias de Smith. 

 

 
 

Figura 1: Regiones conformemente equivalentes mediante la TB. 
 

Con ese fin, se adopta la siguiente correspondencia entre puntos de las fronteras de las regiones de interés en el  
plano Z (eje imaginario, R =0 )  y el plano W ( circunferencia unitaria, | W | = 1)   
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En base a esto, usando la propiedad de conservación de la razón doble y del principio de orientación de la TB: 
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de donde se deduce la forma de la función holomorfa biyectiva que establece la relación de equivalencia 
buscada: 
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Expresando Z  y  W  con sus partes reales e imaginarias se obtienen funciones reales de dos variables cuyas 
curvas de nivel son la base de la carta a considerar:     
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CONSTRUCCIÓN DE LA CARTA DE IMPEDANCIAS 
Para obtener la carta de impedancias a utilizar en la resolución de circuitos, se deben trazar los lugares 
geométricos de resistencia  constante y de reactancia  constante . 

Las curvas de nivel Re{Z} = R(u,v) =  cte.  representan circunferencias de radio 1

1
r

R



 y centro en 

0
1

R
C : ,

R
 
  

, según se muestra en la Figura 2 
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                                                           Figura 2: Curvas transformadas de resistencia constante 
 

Las curvas de nivel Im{Z} = X(u,v) =  cte. representan arcos de las circunferencias de radio 1
r
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Figura 3: Curvas transformadas de reactancia constante a la frecuencia de excitación 
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, contenidos en el interior del círculo unitario, según se muestra en la Figura 3. 

Superponiendo las curvas de nivel, la carta de impedancias resultante puede observarse en la Figura 4. 
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Figura 4: Carta de Smith de impedancias-admitancias 

 
APLICACIÓN A LA RESOLUCIÓN DE CIRCUITOS ELÉCTRICOS PASIVOS 
-Representación de impedancias 
En el plano de la variable W, conocidas las parte real e imaginaria a la frecuencia de operación de Z, se ubica el 
punto de intersección de las circunferencias de resistencia y reactancia correspondientes (Figura 5 a)). El 
semicírculo superior está asociado a reactancias inductivas (bobinas) mientras que el inferior lo está a reactancias 
capacitivas (capacitores).   
En general, es conveniente normalizar las impedancias para evitar trabajar con valores altos ya que estos se 
localizan en la región donde la lectura se dificulta por la proximidad de las curvas.   
Con esta elección, puede considerarse que el error de lectura debido a la interpolación necesaria en la carta es, a 
lo sumo, del orden de de la tolerancia en los valores de los elementos circuitales reales que se analizan y, en 
consecuencia, despreciable. 
- Obtención gráfica de admitancias: 
Una admitancia se define como la inversa de la impedancia. Geométricamente, sobre la carta de impedancias, 
esto implica hallar el punto en el plano de la variable W que se halla diametralmente opuesto al de la 
correspondiente impedancia (Figura 5 b)). 
 

                                                     

2 2

1 1

1 1

1 1

j
j

j

R jX
Y G jB

Z R jX R X

W W e
Y(W ) Z(W e )

W W e







    

 

 
  

 

 

 
Esto habilita a considerar la carta tanto de impedancias como de admitancias. En este último caso, se 
reinterpretan las curvas de nivel respectivamente como curvas de conductancia G  y de susceptancia B 
constantes. 

 
                                                      a)                                                                         b) 

Figura 5: Representación de: a)  impedancias, Z,   b)  de admitancias, Y = 1/Z 
 

 -Determinación de impedancias equivalentes. 
Se comienza por ubicar sobre la carta la impedancia normalizada mas alejada de la fuente. Luego se resuelve 
progresivamente la conexión de elementos que pueden estar en serie o paralelo. Incorporar un elemento en serie 
(igualdad de corrientes)  implica una suma de impedancias. Esto se realiza gráficamente mediante despla-
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zamientos sobre circunferencias de R constante ( X constante) si el componente es reactivo ( resistivo). Si se trata 
de un elemento conectado en paralelo (igualdad de caídas de tensión en sus bornes) se asocia a una suma de 
admitancias y, previamente a los desplazamientos, se requiere la inversión geométrica localizando el punto 
diametralmente opuesto.  De este modo se determina la impedancia equivalente de entrada de toda la red. 
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Figura 6:  Adaptación de impedancias para máxima transferencia de potencia 
 
-Adaptación para máxima transferencia de potencia 
Para lograr que el generador entregue la máxima potencia a la carga, se debe verificar que la impedancia de 
carga equivalente en los terminales de entrada a la red sea el conjugado de la impedancia interna del generador. 
De este modo la reactancia de la malla resulta nula por cancelación, y la potencia se reparte igualmente entre 
ambas impedancias (Figura 6). Si la condición no se verifica inicialmente, puede diseñarse una red de adaptación 
de modo de modificar la impedancia que “ve” el generador. Con este fin, entre las diversas soluciones posibles 
se plantea por simplicidad el uso de dos elementos que actúen como filtros pasa bajo para mejorar el 
comportamiento frente al ruido. Puede determinarse sobre la carta una solución posible de las múltiples 
existentes partiendo de la ubicación de la impedancia de carga ZL  usando la del generador para normalizar. La 
adaptación se logra con un par de desplazamientos que lleven al punto 1+j 0 (centro del círculo). 
   
 
 

 
                                      a)  

b) 
Figura 7: Determinación de impedancia equivalente de entrada 

 
Como ejemplo se desarrolla la determinación de impedancia de entrada del circuito de la figura 7 a). Los valores 
de reactancias y susceptancias corresponden a los adoptados a la frecuencia de operación. 
Para resolver el problema, primero se ubica en la carta el punto de intersección de las circunferencias R = 2 y     
X = 0.8,  correspondiente a la impedancia  ZA =2 + j 0.8 []. El paso siguiente es considerar la inductancia en 
paralelo. Se traza una recta por el origen para obtener el punto diametralmente opuesto o de la admitancia  
leyendo el valor YA = 1/ ZA. = 0.43 - j 0.18 [S]. Se requiere un desplazamiento sobre la circunferencia de 
conductancia constante G A = 0.43 hasta modificar la parte susceptiva en –j 0.5  . Para incorporar la capacitancia 
en serie, primero se obtiene el punto diametralmente opuesto o de impedancia, y se realiza un desplazamiento 
con R constante hasta restar j 1.5. Siguiendo de este modo se obtiene la impedancia de entrada del circuito       
ZIN = 0.34 + j 0.8 .  (Figura 7 b)) 
COMENTARIOS FINALES 
Si bien se declara actualmente que la enseñanza debe orientarse a generar una actitud preactiva en relación al 
conocimiento, que contribuya al fortalecimiento de las habilidades fundamentales para aprender y que favorezca  
el desarrollo de las competencias previstas en función del perfil profesional, esto muchas veces queda restringido 
en la práctica a la incorporación de las nuevas tecnologías a los modelos tradicionales.  Es indudable que la 
incorporación de las TICs resulta positiva en el proceso de aprendizaje y en la comunicación con el alumno, pero 
abordar un verdadero cambio significa, desde el rol del docente,  reformular  la concepción sobre la  práctica 
pedagógica. En esta dirección, un aspecto pendiente que afecta directamente el interés de los alumnos en las 
materias de matemáticas, es la falta de relación directa con las temáticas específicas de cada orientación.  



El equilibrio entre la base de conocimientos del alumno, el grado de significación del problema planteado en 
relación con la carrera y su complejidad resulta clave para contribuir eficazmente a una valoración positiva por 
parte de los alumnos. Un aprendizaje significativo debe tender  al desarrollo de un pensamiento reflexivo que 
trascienda a la mera aplicación sistemática de una metodología matemática para la obtención de un resultado. Se 
pretende lograr que sean capaces de ver que la matemática provee un lenguaje conciso y eficiente para describir 
y analizar los sistemas asociados con la electrónica. Es de esperar que, de este modo, no solo aumente la 
motivación sino también que se favorezca el desarrollo de competencias transversales [5] que mejoren el 
rendimiento en las asignaturas siguientes.  
Se incluye como soporte tecnológico para la resolución de ejercicios una herramienta computacional freeware 
que pueden incorporarse como facilitadora en la resolución de problemas disponible a través de Internet [16]. 
CONCLUSIONES 
Son evidentes las dificultades que presentan los alumnos avanzados en el empleo eficiente de las metodologías 
matemáticas para la interpretación y resolución de problemas propios de la electrónica.  En la mayoría de los 
casos, se comprueba la mera acumulación de procedimientos y conceptos, carentes de funcionalidad por 
presentarse disociados de las aplicaciones.  Puede considerarse que esto en parte se debe a la forma en que se 
estructuran los planes de estudio con una marcada separación entre las denominadas materias básicas y las 
especializadas, que se traduce en un proceso de enseñanza con conocimientos sectorizados, sin interrelación 
disciplinaria profunda. En los primeros años se presupone que el alumno no está capacitado para encarar 
aplicaciones interesantes en ingeniería y en los siguientes, la matemática se utiliza de un modo tangencial que no 
evidencia la importancia del marco de referencia y validez que proporciona la teoría analizada en asignaturas 
previas.  
En particular, resulta necesario un verdadero esfuerzo para resaltar la relevancia que el tema de funciones de 
variable compleja tiene en el planteo y resolución de problemas de electrónica.  
En primer lugar se debe asegurar  que los procesos de enseñanza estén orientrados a que la Matemática alcance 
los objetivos que se propone en las carreras de ingeniería. Básicamente, se trata de ver la matemática  [14]: 
 Como herramienta de cálculo.  
 Como herramienta para modelar y resolver problemas de ingeniería.  
 Como lenguaje universal capaz de contribuir al conocimiento y desarrollo de otras disciplinas propias del 
perfil profesional.  
 Como herramienta para lograr el desarrollo del pensamiento lógico, la capacidad de razonar, de enfrentarse a 
situaciones nuevas.  
Comúnmente las aplicaciones que suelen presentarse están relacionadas con potenciales eléctricos que resultan 
no solo poco atractivos, sino que implican una dificultad conceptual en sí mismos de manera que fallan en su 
objetivo final de despertar el interés del alumno. 
Desde este punto de vista, la metodología sugerida presenta un problema representativo de la especialidad, de 
fácil comprensión, que puede ser resulto de modo gráfico, con ayuda de soporte tecnológico, que conduce de 
modo natural e intuitivo a la visualización de que el paso al campo de la variable compleja resulta un medio 
facilitador en la resolución. El tema de la carta de impedancias, conocida en radiofrecuencias como carta de 
Smith, se introduce en materias de propagación guiada de ondas, representado la relación entre ondas de tensión 
y corriente mediante una  impedancia distribuída que se expresa en función del coeficiente de reflexión que tiene 
en cuenta  la discontinuidad electromagnética representada por la carga. De este modo, analizado desde el punto 
de vista del fenómeno físico, se pierde de vista que en realidad se está utilizando una herramienta encuadrada en 
la teoría de variable compleja. 
En consecuencia, de manera anticipada y aplicada a una situación de menor complejidad conceptual,  se facilita 
la comprensión de los conceptos subyacentes otorgándole significado, contando con una mejor predisposición 
por parte del alumno. La matemática surge como una herramienta necesaria para dar respuesta a un problema 
concreto y la formalización teórica le otorga un marco sólido que la independiza de la situación particular y 
permite su aplicación en diversas situaciones problemáticas.  
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