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Resumen 

Para la detección de fallas en medios homogéneos y heterogéneos con técnicas tomográficas el trazado de 

los rayos, generados en los emisores y captado en los receptores constituye la primera etapa. Los rayos siguen el 

Principio de Fermat de tiempo mínimo, curvándose cuando el medio es heterogéneo. Además la distribución de 

velocidades varia con la inclinación (anisotropía). Usando la fórmula de Euler se llega a una ecuación diferencial 

de primer orden con  condiciones de contorno. La determinación del parámetro se realiza por integración 

numérica y disparo. Para la resolución numérica de la ecuación diferencial se aplica un paquete informático. Los 

resultados muestran la validez del método.  

 

1 Introducción  

La generación de ondas sísmicas por medios tales como golpes de martillo, explosiones o cristales 

piezoeléctricos (emisores) y captados en sismógrafos (receptores) están  regidas por la ecuación de ondas. En el 

caso de medios heterogéneos los rayos siguen una trayectoria curva determinada por el principio de tiempo 

mínimo de Fermat. El tiempo de viaje de primeros arribos de estos rayos resulta una característica de estas ondas 

y la alteración de este tiempo es un indicador de la presencia de una anomalía. En este trabajo se propone sólo 

determinar la trayectoria del rayo curvo. 

2 Formulación del problema 

En un medio plano heterogéneo y anisótropo, se ubican los emisores y de los receptores  en forma libre. La 

distribución de velocidades )(θV , según la inclinación θ , sigue una ley elíptica. El coeficiente de anisotropía  

h

v

V

V
d   es constante, siendo   hv VV ,   las velocidades  correspondientes a las direcciones principales 

(vertical y horizontal). (Fig. 1) 
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                                    Fig. 1: Distribución elíptica de velocidades 
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La ecuación de la elipse resulta: 
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En el medio heterogéneo la velocidad varía con la profundidad de acuerdo a: ybaVv  . Para 0b  el medio 

es homogéneo. 

2.1 Ecuación del rayo curvo en medio heterogéneo y anisotrópico 

Cuando el medio es homogéneo e isotrópico los rayos son rectos; pero si el medio es heterogéneo, los rayos 

siguiendo el  principio de Fermat de  tiempo mínimo [2], se curvan. 
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Para minimizar la funcional tiempo )(yt  usamos la formula de Euler, que para este caso es CteFyF y  '' , 

lo que nos conduce a  
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Las coordenadas del emisor y receptor constituyen las condiciones de contorno 
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La constante C  es una característica de cada rayo. La ecuación diferencial ordinaria (2), no tiene solución 

analítica en general, por lo que debe ser resuelta numéricamente. Las condiciones de contorno permiten 

encontrar )( xy  y a la constante C .  

3 Método de integración 

Despejando y’ de (2) 
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La resolución de esta ecuación podría  hacerse usando los solvers de los paquetes informáticos (por ejemplo 

ode45 de MatLab) [4],  combinado con un método iterativo de disparo probando con distintos valores de  C  

hasta cumplir la segunda condición de contorno. La ecuación diferencial (3) tiene una singularidad en las 

cercanías de fx , fuera del intervalo de trabajo ],[ fi xx . El inconveniente se da sobre todo en rayos de gran 

pendiente ( C  grande) al producirse en el desarrollo del proceso de integración  valores de y  superiores a 

fy (debido a características propias del método de integración) y en consecuencia el aumento de vV , dando 
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subintegrando negativo y valores complejos de 'y , abortando finalmente el proceso de integración. Por lo dicho 

se ha buscado una alternativa para la determinación de C . 

3.1 Determinación de C 

Despejando x  de la ecuación diferencial e integrando.  
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Resulta 
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Siendo  
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Para la determinación de C  se  usa un método iterativo, por disparo:
)()( i

f

i xC   donde el supraíndice 
)(i

indica 

la etapa de iteración. 

La formula recursiva usada está basada en interpolación lineal: 
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En cada paso de la iteración debe calcularse (4). Los valores iniciales 
)1(C ,

)2(C deben ser elegidos con sumo 

cuidado, pues un valor no ajustado lleva a raíces imaginarias y por ende al aborto del proceso iterativo, para ello 

el cambio de variables 0,)1(  εεdVC M conduce a ecuaciones cuyo radicando es siempre positivo, pues 

MV se elige como el máximo vV  encontrado en el recorrido del rayo.  

0)1)1(()(

0

2

2

0

222 


















ε

v

M

v V

V
dd

V

C
 

Sin embargo en las cercanías de la asíntota vertical de )(yf  la convergencia se dificulta para algunos casos. 

(Fig. 2a) 
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            Fig. 2a: Gráfica de la función a integrar      Fig. 2b: Partición del dominio de integración 

 

Por ello para determinar numéricamente la integral se particiona el intervalo ],[ fo yyI   con pasos constantes 

h :  fi yyyyy ......210 (Fig 2b); luego se subdivide el dominio en dos subintervalos 
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Eligiendo cy  próximo a fy ( fc yy 98.0 ) y Nc 2  es par. 
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Para la segunda integral se realiza el intercambio de ejes fy    
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La integral )( I se resuelve fácilmente por la regla de Simpson. 
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La segunda integral corresponde al área de un rectángulo: 

cc fyII  . 

La tercera integral por tener pasos variables se resuelve por el método de los trapecios. 
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4 Determinación de la trayectoria y del tiempo recorrido por los rayos 

Una vez conocido C , se determina la trayectoria resolviendo (3) en forma directa usando el solver 

correspondiente. La solución se da como nube de puntos de paso aproximadamente constante ),( jj yx con 

mj .........2,1,0   

El tiempo de viaje se calcula en forma aproximada con (1). 
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5 Validación Numérica 

El algoritmo fue validado para los casos en que el medio es isotrópico, 1d , ya que existe solución analítica de 

la ecuación diferencial (familia de circunferencias). Para el caso anisotrópico se compara los tiempos de viajes 

de la solución encontrada con otras curvas (rectas, circunferencias, cicloide, tablas de puntos etc.) verificándose 

en todos los casos el principio de Fermat.  

6 Conclusiones 

Se ha encontrado un algoritmo fiel para trazar el recorrido de un rayo curvo en medios heterogéneos y 

anisotrópicos. Su bondad ha sido verificada en casos particulares.  
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