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Resumen: El péndulo de longitud variable es un mecanismo de la física – matemática por el cual se logra
establecer de una manera clásica cómo llegar a las ecuaciones diferenciales. Este proceso de resolución tiene
mucho para aportar a la Ingeniería. La materia Mecánica Analítica dentro del curriculum de la carrera Ingeniería
incluye el estudio de curvas y superficies. En este trabajo, primeramente, se presentan los elementos
fundamentales para la resolución de problemas de la Mecánica desde el método energético de las Ecuaciones de
Lagrange. Seguidamente, se expresan las consecuencias de considerar el mecanismo de resolución clásico
newtoniano, dejando libre el camino hacia las ecuaciones de Bessel.

Introducción
El péndulo (del latín pendulus, pendiente) es un sistema físico que puede oscilar bajo la acción de una

fuerza gravitatoria u otro fenómeno físico (elasticidad, por ejemplo) y que está configurado por una masa
suspendida de un punto o de un eje horizontal fijo mediante un hilo, una varilla, o algún otro dispositivo que
puede servir para medir el tiempo [1], [2], [3], [4]. Existen muy variados tipos de péndulos que, atendiendo a su
configuración y usos, reciben los nombres apropiados: péndulo simple, péndulo físico o compuesto, péndulo
cicloidal, doble péndulo coplanario, péndulo de Foucault, péndulo de Newton, péndulo balístico, péndulo de
torsión, péndulo esférico, etc. Sus usos son muy variados: medida del tiempo (reloj de péndulo, metrónomo,
etc.); medida de la intensidad de la gravedad, etc. Lorentz y Einstein discutieron a finales de octubre de 1911 el
problema del péndulo con longitud variable. En particular, habían planteado la invariancia de la razón de energía
sobre frecuencia de un oscilador para variaciones lentas del campo [5], [7], [8], [11].

El problema tenía gran importancia en ese momento debido al trabajo de Planck sobre la distribución
espectral de la radiación electromagnética de un cuerpo negro. Es notable reconocer que dicho problema se había
reducido a considerar la redistribución de energía en un ensamble de osciladores armónicos en equilibrio. De
hecho, a veces da la impresión que la solución de muchos problemas de la física consiste en reducir el sistema en
cuestión al del oscilador armónico. [6], [10]

En este artículo, se muestra la propedéutica didáctica de un ejemplo, como lo es el péndulo de longitud
variable, a los efectos de seguir estudiando Mecánica avanzada en la carrera de Ingeniería Civil. el conocimiento
del alumno con respecto a las EDO’s y a las EDP’s. [8], [9], [10], [11]

Fundamentación
Cuando el alumno de Ingeniería Civil de la Facultad de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales culmina el

cursado de Análisis Matemático II, no tiene más ninguna materia de Análisis Matemático. Las otras
especialidades de la Ingeniería si la tienen: Análisis Matemático III. Entonces, recae sobre Mecánica Analítica la
responsabilidad de enseñar las EDO’s y las EDP’s. [8], [11]

Desarrollo y Resultados
En este caso, tenemos dos grados de libertad, que son el ángulo  y la longitud
 , donde cada una de estas son las correspondientes coordenadas generalizadas;
y, en consecuencia, no depende una de otra. No se conoce la ley de variación con
la longitud se alarga en el tiempo. A través del método de Lagrange, se puede
llegar fácilmente a las ecuaciones diferenciales de este péndulo.

Primeramente, la energía cinética será:
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La correspondiente energía potencial:
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En consecuencia, la función lagrangiana,

L T V  (3)

Es decir,
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Derivando correspondientemente la función obtenida, con respecto a cada coordenada generalizada:
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Entonces, en la forma general de la ecuación de Lagrange:
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O sea que,

2 2 sen 0m m m g          (7)

Para pequeños ángulos,

2 2 0g         (8)

Con respecto a la otra coordenada generalizada:
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Entonces, en la forma general de la ecuación de Lagrange:
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O sea que,

2 cos 0m m mg      (11)

Para pequeños ángulos,

2 0g     (12)

Finalmente, un péndulo cuya longitud varía en el tiempo puede ser modelado por las siguientes ecuaciones
diferenciales:

2 2 0g        
(13)

2 0g    

Por otro lado este mismo problema puede ser resuelto
haciendo el clásico equilibrio de fuerzas newtoniano, de
la Física Clásica. Suponiendo un esquema idealizado
como el de la figura. Para escribir la ecuación del
movimiento, observaremos la figura adjunta,
correspondiente a una posición genérica del péndulo.
Donde se puede observar el peso de la masa pendular.
Con imaginar las componentes del peso en las
direcciones tangencial y normal a la trayectoria, vemos
que se aplica la Segunda ley de Newton en la dirección

del movimiento. [8], [9], [10], [11] Se puede pensar un equilibrio de fuerzas:

2 cosm m T mg      (14)

Si suponemos que T es la tensión en la cuerda y que se propaga a lo largo del hilo. De esta manera, haciendo

TR I (15)

Es decir,
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Entonces, finalmente llegamos a las mismas ecuaciones diferenciales obtenidas anteriormente por el método de
Lagrange:

2 2 0g        
(17)
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De esta manera, se ha presentado el problema llegando por dos caminos diferentes a las mismas ecuaciones
diferenciales, que se pueden resolver a través de las ecuaciones de Bessel, tarea que no se desarrolla en esta
artículo. [5], [6], [7], [11]

Conclusión
La Mecánica aparenta ser una materia de Física pero parece mucho más del área Matemática. La

Geometría Diferencial y la Mecánica son indispensables para el Ingeniero de hoy. La formación del mismo debe
ser completa. La física y la economía, ambas son la base disciplinar fundamental de la Ingeniería, cuyo lenguaje
es la matemática. Los ingenieros tienen, en su formación profesional, como materias básicas, el Análisis
Matemático y el Algebra Lineal, además de las materias de métodos numéricos y probabilidad, pero sería
aconsejable suplementar esa formación avanzando en la teoría de curvas y superficies y aún en geometría
diferencial, conteniendo tópicos más avanzados, ya que en varios temas, ha quedado demostrada su utilidad y
versatilidad en el desarrollo de nuevas tecnologías [8], [9], [10], [11].
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