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Resumen 

          En la formación básica de las carreras de ingeniería se introduce el Cálculo y el Álgebra, lo que exige 

niveles de abstracción problemáticos.  ¿Cuál es la naturaleza de esa abstracción y qué la distingue de otras 

habituales? Este trabajo responde parcialmente la pregunta, parte de la Tesis de Doctorado en Educación por la 

Universidad de San Andrés del autor, extrayendo la evidencia empírica de textos de uso corriente en las 

universidades y procesándola en el entorno conceptual de la corriente del Pensamiento Matemático Avanzado. 

Resulta que la abstracción en este nivel es un proceso que requiere comprimir información en una definición, y 

que difiere esencialmente de la cotidiana abstracción empírica que produce conceptos a partir de las cosas. 

 

I. Introducción 

Admitir que los objetos de la matemática se extraigan o construyan a partir de un dato que pueda llamarse  

‘realidad’, no impide comprobar que la matemática se ha convertido en una de las más abstractas ciencias. La 

abstracción aguarda a todo estudiante que inicia una carrera de ingeniería, mas la abstracción no es exclusiva de 

la matemática avanzada, como tampoco lo es de la ciencia en general; por el contrario, para el matemático 

François Le Lionnais podría considerarse el criterio demarcatorio de la humanidad: “La aptitud para la 

abstracción nos parece ser la que marca más nítidamente la diferencia entre el hombre y sus vecinos en la escala 

animal” (1976, pág. 15). En efecto, los mismos nombres del lenguaje cotidiano, con la posible excepción de los 

nombres propios, son en sí abstracciones que actúan como etiquetas de clases antes que de individuos (Mason & 

Johnston-WIlders, 2004, pág. 132), abstracciones a las que se han arribado tras diversas operaciones sobre los 

objetos percibidos. “Por ejemplo escribe Kant veo un abeto, un sauce, y un tilo […] si reflexiono únicamente 

en lo que tienen de común entre sí […] y hago abstracción de su tamaño, de su figura, etc., obtengo el concepto 

de árbol” (Kant, 2010, pág. 131); en el mismo sentido se pronuncia Bertrand Russell: “Debe de haberse tardado 

largo tiempo en descubrir que una pareja de faisanes y un par de días eran dos ejemplos del número 2; el grado 

de abstracción que ello implica no es fácil de adquirir” (Russell, 1988, 12). De lo anterior se sigue que la 

abstracción ha sido una parte necesaria tanto de la vida y formación de cualquier estudiante, lo que origina la 

pregunta: ¿en qué radica la diferencia entre las diversas abstracciones que han operado los alumnos previamente 

a su ingreso en la universidad y las que deben concebir en el estudio de la matemática necesaria para desarrollar 

sus modelos en las carreras de ingeniería? Responder esta pregunta, en el entorno conceptual de la corriente del 

Pensamiento Matemático Avanzado, es el propósito de este trabajo.  

Resulta pertinente para la construcción de la respuesta a la pregunta de esta investigación una sucinta 

introducción a algunas seleccionadas connotaciones del término “abstracción” y sus derivados. El verbo 

‘abstraer’ y su correspondiente sustantivo ‘abstracción’ (, ) en el original griego designaba 

la acción y también el efecto de extraer, separar algo de alguna cosa, significado que no varió en el latín tardío 

[abstrahere, abstractionem acusativo de abstractio, y abstractus participio pasivo de abstrahere: abs (desde) + 

trahere (sacar, arrastrar)], aunque se fue especializando para designar la operación y su efecto de poner 

mentalmente aparte una propiedad de una cosa para considerarla separadamente, o de varias cosas para 

considerarlas bajo esa misma propiedad común. Por ejemplo, se puede separar la noción de ‘círculo’ para 

considerarla aparte de cada uno de los objetos circulares, o también cabe considerar un miriápodo sin que haya 

animal alguno de mil patas. Los objetos matemáticos son, en esta visión aristotélica (Aristóteles, 1967a, págs. 

LIII, CVII, 7; Aristóteles, 1967c, págs. LI, 1-2; Moreau, 1993, págs. 91, 171), el resultado de separar 

mentalmente una nota esencial de la realidad para generar un concepto. En la concepción platónica el término es 

más difuso, lo abstraído no procede de la realidad sino que tiene más consistencia que la realidad misma: al 

mundo de la matemática solamente se accede por el pensamiento, punto de partida de la disciplina de apartarse 

del mundo sensible y mudable hasta alcanzar los objetos estables de la matemática (Ferrater Mora, 2004a, pág. 

25 ss.; Koyré, 1996, pág. 137 ss.). La abstracción kantiana, por otra parte, es presentada como uno de los tres 

momentos en la formación de conceptos a partir de las representaciones: (a) comparación [komparation], (b) 

reflexión [reflexion], (c) abstracción [abstraktion] o separación [absonderung]. La abstracción es siempre una 

separación de algo, por lo que “no tenemos que decir: abstraer algo (abstrahere aliquid) sino abstraer de algo 

(abstrahere ab aliquo)” (Kant, 2010, pág. 131). Si abstraer es ‘abstraer de algo’, la distancia entre ese ‘algo’ y el 

concepto abstraído puede referirse al sujeto que efectúa la operación, al estudiante al que se le reclama esa 

habilidad, y entonces se entiende que esa distancia sea percibida como diferente por diferentes individuos, lo que 

da lugar a la noción de horizonte privado que se diferencia con el horizonte absoluto que sólo contempla qué 

puede saber el hombre en tanto hombre en general. La distinción aquí esencial es que, mientras el horizonte 

absoluto indica la frontera de aquello que podría ser alcanzado por el saber humano, el horizonte privado se 

ubica en un lugar que es propio de cada individuo y marca los confines que en un dado individuo configura lo 
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que necesita saber respecto a algunos fines particulares propios del sujeto. Es propio de cualquier curriculum, en 

particular de las materias básicas de matemática en las careras de ingeniería, el fijar un horizonte absoluto más 

modesto, constituido por aquellos conocimientos que se pretende sean alcanzados por sus estudiantes; los 

estudiantes, a su vez, dotados de sus propios intereses y capacidades, se introducen en la universidad dotados de 

un horizonte privado que puede quedar muy distanciado del absoluto.   

El descubrimiento de lo general en lo particular y de lo permanente en lo transitorio sería  una nota 

distintiva del pensamiento científico: se trataría de reconocer conexiones entre fenómenos de aparente 

diversidad, que suelen denominarse leyes  y que se expresan en un lenguaje que debiera resultar válido para 

“ciegos y muertos” (Whitehead, 1965, pág. 12). Sin embargo, la aceptación de esa clase de validez incondicional 

e incondicionada de la matemática según Whitehead,  no asegura de manera alguna su adquisición por parte 

del estudiante; del mismo modo, es preciso distinguir entre la importancia de un concepto y su dificultad ya que 

se encuentran tanto conceptos difíciles poco importantes, como los hay importantes por la envergadura o 

pluralidad de sus consecuencias sin ser por ello necesariamente difíciles: la abstracción se condensaría en los 

últimos, mientras que los procedimientos prevalecerían en los primeros (Kant, 2010, págs. 76-77).  

El discurso matemático, en este progresivo deslizamiento, se aleja gradualmente de los conceptos 

cotidianos; su misma gramática, con sus elevados niveles de compresión de la información, exige crecientes 

niveles de competencia lectora. Es este distanciamiento el que explica que las tareas que exigen un modelado en 

el lenguaje matemático provoquen altas tasas de fracaso, al ser presentadas en el lenguaje cotidiano: los alumnos 

novatos privilegian el significado convencional, descuidando la estructura del discurso matemático cuya sintaxis 

procura garantizar expresiones carentes de ambigüedad (Lerman, 2005, págs. 179-183). La separación, operada 

por la abstracción, es abolida, o al menos impregnada, por los significados corrientes generando objetos 

disonantes con el sistema en el que deben significarse. La abstracción presupone una cierta flexibilidad cognitiva 

para la resignificación y restructuración de los conocimientos previos, tanto en lo que se refiere a las 

informaciones mismas como al modo de estructurarse en el pensamiento matemático no elemental.  

 

II. Fundamentación  
Diversas publicaciones inmersas en la corriente del AMT (Advanced Mathematical Thinking) se han 

centrado en la naturaleza de la abstracción (Gray & Tall, 2007; Harel & Tall, 1989; Tall, 1997g; Tall, 1995b; 

Tall, 1988; Tall, 1991b) requerida en el pensamiento matemático avanzado; la locución pretende ser inclusiva, 

permitiendo que el predicado ‘avanzado’ pueda ser entendido como las formas avanzadas del pensamiento 

matemático, como el pensamiento matemático puesto en juego en temas avanzados de la matemática. En 

cualquier caso, se constata que “los estudiantes de matemática avanzada se quejan con frecuencia de que los 

temas son demasiado abstractos” (Tall, 1991b, pág. 11). 

Los teóricos del AMT retoman los diferentes significados que pueden incluirse en el vocablo ‘abstract’, 

recogiendo los sentidos etimológicos referidos la introducción, para designar: (a) el proceso de abstraer de algo, 

en cuyo caso tiene un valor verbal; (b) una propiedad obtenida del anterior proceso, siendo aquí un adjetivo; (c) 

El objeto resultante, denominado concepto, y aquí el término tiene función gramatical de sustantivo. En el 

lenguaje original (a), (b) y (c) se presentan como to abstract, to be abstract, an abstract;  por otra parte, el 

término ‘abstracción’, presenta tanto el proceso de abstraer como el objeto o concepto abstraído, dualidad que 

intenta retenerse en el término propio de la teoría denominado ‘procepto’ por contracción de proceso y 

concepto’. Si bien el proceso y el concepto comparten un símbolo, sus significados son muy diferentes. Por 

ejemplo, el símbolo de ortogonalidad “” será considerado, muy probablemente, como proceso para un 

estudiante de geometría básica (el proceso por el que puede decidirse la ortogonalidad de dos rectas, por 

ejemplo), mientras que en el estudiante de matemática avanzada evocará más bien un tipo de relación que 

guardan entre sí dos objetos de un espacio hermítico. Para el primero, la ortogonalidad se podría predicar entre 

dos rectas mediante un proceso como podría ser una escuadra, mientras que para el segundo la ortogonalidad 

es una relación entre objetos arbitrarios que depende de la geometría inducida por un producto interno.  

La naturaleza del concepto que se origina por abstracción no es específicamente definida, habida cuenta 

de que las discusiones que se han dado tanto en el campo de la matemática como el de la filosofía no son 

inconsistentes con los postulados de la teoría. A grandes rasgos, se rescata la distinción debida a Cassirer entre 

el concepto-cosa y el concepto-relación: el primero podría pensarse como la selección de ciertas propiedades 

que están presentes en un universo de consistencia propia llamado realidad, mientras que el segundo surge 

cuando esos rasgos son introducidos para definir implícitamente los objetos que las cumplen. La ortogonalidad 

del ejemplo del párrafo anterior resultaría, o bien de la selección de una propiedad común a ciertos pares de 

rectas ‘reales’, o bien emergería como una propiedad que deben satisfacer ciertos objetos en un mundo 

‘abstracto’ construido como espacio hermítico. Si la insistencia de la recomendación de conectar los conceptos 

matemáticos con la ‘realidad’ puede ser justificada desde el concepto-cosa, pierde pertinencia si se atiende al 

concepto-relación, que irrumpe profusamente en la matemática avanzada. Los conceptos de la matemática 

elemental se hayan mayoritariamente basados en la percepción (y selección) de objetos, mientras que los de la 

matemática avanzada responden más a la simbolización de procesos que son concebidos dualmente como 

procesos y objetos (procepto), o a la satisfacción de un listado axiomático que los define y constituye en ese 

sistema formal. Otra diferencia introducida en este marco conceptual es entre abstracción y generalización, 
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términos que suelen tomarse como sinónimos para denotar tanto productos como procesos, tanto 

generalizaciones por ampliación del campo como generalizaciones por restructuración del campo de aplicación 

(Harel & Tall, 1989, págs. 38-42).  

La abstracción difiere cualitativamente de la generalización, si bien la abstracción incluye una 

generalización. La generalización es un proceso común a los niveles elementales y avanzados, que involucra la 

expansión del horizonte en el sentido kantiano de un esquema cognitivo, de manera que lo que previamente a 

la generalización es visto como un todo, tras ella pasa a ser concebido como un ejemplar de un conjunto más 

amplio, preservando sus propiedades sin ninguna modificación; siempre que se generaliza, se obtienen 

conclusiones que en particular son también satisfechas por el caso desde el que parte la generalización. Por 

ejemplo, puede considerarse un algoritmo de resolución de un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas 

como una generalización (ampliación) del que permite hacerlo con un sistema de dos ecuaciones con dos 

incógnitas: no hay allí, en los términos de la teoría, una abstracción.   

La abstracción es un proceso muy diferente. Consiste en el aislamiento de específicos atributos de un 

concepto de manera que ellos puedan ser independientes de todo conjunto de atributos que pudiera estar 

ocasionalmente adherido al concepto; la abstracción introduce implícitamente una generalización, pero en un 

sentido más profundo desde que se trata de una generalización de los argumentos mismos (Tall, 1988, pág. 2; 

Tall, 1991b, págs. 11-12; Dreyfus, 1991, págs. 26-41; Dubinsky & Tall, 1991, págs. 97-101). De cualquier 

abstracción puede afirmarse que: (a) todo argumento válido aplicable a las propiedades abstraídas que se aplique 

a otros ejemplares (suponiendo los haya), también será válido para ellos; lo que es más general, pues, es la 

argumentación, y de allí su mayor alcance; (b) Dado que los argumentos sólo fluyen de las propiedades 

abstraídas ignorando todo el resto, al no haber distracción alguna de elementos accidentales, la abstracción es 

más sencilla, desde el punto de vista lógico, pero más compleja desde el punto de vista de la demanda cognitiva.    

El aumento de las demandas cognitivas originadas en las abstracciones propias del nivel superior se 

explican por una doble característica: flexibilidad cognitiva y elevada compresión. La exigencia de flexibilidad 

cognitiva es un corolario natural de la caracterización de la abstracción: lo que debe ampliarse y modificarse 

es el esquema cognitivo mismo. La compresión opera toda vez que la abstracción condensa las propiedades de 

ciertos objetos muy generales en una definición, generando un nuevo concepto ‘comprimido’ que puede ser 

archivado y reutilizado toda vez que sea necesario en el desarrollo de una argumentación. Si bien toda definición 

implica algún tipo de compresión, las que se generan en el nivel universitario se distinguen por la gran cantidad 

de información que comprimen.  

David Tall sintetiza en cuatro artículos (Tall, 2004a; Tall, 2004d; Tall, 2005g; Tall, 2011) los hilos 

conductores que enhebran la teoría, mediante estructuras que llama ‘mundos’. El primer mundo emerge de 

nuestras percepciones del mundo exterior y se compone de nuestros pensamientos acerca de las cosas percibidas, 

pero no solamente del mundo físico sino también de nuestro propio mundo mental de significados, de modo que 

la reflexión y una mayor sofisticación del lenguaje nos permite vislumbrar objetos que no existen en el mundo 

exterior, tales como una línea que tiene atributos de infinitud y nulidad de espesor; el autor denomina a este 

mundo  embodied world, que suele traducirse como  mundo incorporado.  

El segundo mundo está habitado por los símbolos utilizados para la manipulación de objetos en la 

aritmética, el álgebra, el cálculo vectorial; comienzan por ser acciones (por ejemplo, contar) para luego ser 

condensadas en conceptos mediante el uso de símbolos que nos permiten alternar sin esfuerzo desde el proceso 

de hacer matemática al de pensar con conceptos matemáticos. El autor lo denomina ‘proceptual world’ y 

también ‘mundo simbólico’, un mundo que es generado mediante sucesivas generalizaciones. El predicado 

‘simbólico’ aquí no debe aplicarse a los símbolos en general, como género, sino a la especie de símbolos 

utilizados en los cálculos algebraicos o numéricos o manipulaciones proposicionales, y por lo general 

corresponden a acciones sobre los objetos (como podría ser calcular el límite del cociente incremental de una 

función) que son condensadas y comprimidas en un símbolo como concepto (por ejemplo la derivada). Esta 

dualidad del símbolo es lo que Tall denomina procept: “un símbolo usado dualmente como proceso (tal como la 

adición) y concepto /tal como la suma) es llamado un procep (Tall, 2005g, pág. 2). El término ‘proceptual world’ 

proviene de ese vocablo, propio de la teoría, que aquí se traducirá por ‘procepto’,  para replicar en castellano la 

generación por contracción de los vocablos ‘process’ y ‘concept’ con la que se pretende designar la alternancia 

entre ambos a través del símbolo, cuando éste es utilizado dualmente para representar tanto el proceso como el 

concepto. Si bien el procepto así introducido por Tall queda identificado por la dualidad de un signo, el mismo 

autor establece que las vías de acceso a él pueden construirse mediante diversos recursos, tales como (Tall, 

1997a, pág. 296) visualizaciones espaciales que permiten observar y eventualmente experimentar con lo que se 

observa, enfoques numéricos, simbólicos, gráficos y formales. 

Si bien el proceso y el concepto comparten un símbolo, sus significados son muy diferentes. Por ejemplo, 

el símbolo de ortogonalidad “” será considerado, muy probablemente, como proceso para un estudiante de 

geometría básica (el proceso por el que puede decidirse la ortogonalidad de dos rectas, por ejemplo), mientras 

que en el estudiante de matemática avanzada evocará más bien un tipo de relación que guardan entre sí dos 

objetos de un espacio hermítico. Para el primero, la ortogonalidad se podría predicar entre dos rectas mediante 

un proceso como podría ser una escuadra, mientras que para el segundo la ortogonalidad es una relación entre 

objetos arbitrarios que depende de la geometría inducida por un producto interno. 
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El tercer mundo de la matemática es el ‘mundo formal’, está basado en las propiedades, expresadas en 

términos de definiciones formales que se desprenden implícitamente de un sistema axiomático que especifica las 

estructuras en las que habitan los elementos y que los organizan en sus relaciones mutuas. Se designan, 

genéricamente, como ‘sistemas axiomáticos formales’ (Klimovsky, Las desventuras del conocimiento científico. 

Una introducción a la epistemología, 1994, pág. 289; Klimovsky & Boido, Las desventuras del conocimiento 

matemático. Filosofía de la matemática: una introducción, 2005, pág. 109).  

En ocasiones, son los mismos autores de los libros de texto los que explicitan la diferente ‘atmósfera’ que 

se respira en el mundo formal: “En una general definición de un espacio vectorial los números reales son 

remplazados por un cuerpo arbitrario y las más simples propiedades de la suma y multiplicación de vectores son 

postuladas como axiomas” (Kostrikin & Manin, 1997, pág. 1), advierten desde su primera página los autores de 

un texto de Álgebra Lineal, añadiendo que “ninguna traza de la tridimensionalidad del espacio físico permanece 

en la definición”. El mundo formal permite el acceso a un espacio donde caben una mayor cantidad de objetos, 

en tanto se limiten a cumplir una lista de axiomas establecidos de antemano. Si bien el mundo formal puede estar 

sobreimpreso sobre los dos anteriores, y utilizar sus imágenes o símbolos para figurarse los objetos abstractos 

que allí se definen, también es necesario trascenderlo; en caso contrario, los mundos previos pueden ser un yugo, 

según la conocida expresión de Bourbaki.    

 

III. Desarrollo 
Los materiales y métodos que se desarrollan en la tesis de doctorado aplican las técnicas de análisis de 

contenido a una población de 20 libros de texto de Cálculo y Álgebra lineal. En este trabajo, como muestra del 

estado de avance, se seleccionan cinco libros de texto clásicos (Apostol, 1967; Hoffman & Kunze, 1990; Lang, 

1984; Marsden & Tromba, 1991; Spivak, 1994), de presencia registrada en las bibliografías que las facultades de 

ingeniería de la Argentina incluyen en el curriculum de las asignaturas básicas de Cálculo y Álgebra Lineal. Los 

textos no difieren esencialmente, en lo que se refiere al nivel de abstracción, de los restantes que comparten la 

población; de este modo, las propiedades del tipo de abstracción que se releva en este trabajo, pueden predicarse  

como propias del material bibliográfico en su conjunto. Para cada uno de los textos, se presentan correlatos 

empíricos de los tipos de abstracción caracterizados en el entorno conceptual, en sendos tópicos de validez 

representativa de la clase que objetivan (espacios vectoriales, derivadas, primitivas, integrales, plano tangente a 

una superficie). 

 

IV. Resultados y discusión 
En el primer texto (Hoffman & Kunze, 1990, págs. 28-31), como ejemplo de la abstracción denominada 

formal del tipo  concepto-relación, puede considerarse la noción de espacio vectorial, que es materializada 

mediante una definición, como un cuádruple ordenado con leyes que en conjunto satisfacen diez axiomas (si se 

incluye la especificación de la naturaleza de las leyes). La definición misma incluye el término cuerpo, una terna 

ordenada que requiere once axiomas para ser definido. La noción, entonces, comprime un total de 21 axiomas en 

un solo nombre; constituye un universo abstracto en el que sus elementos llamados vectores son objetos de 

cualquier naturaleza, en tanto se obliguen a satisfacer ciertas reglas de convivencia entre sí y con los elementos 

escalares que habitan el cuerpo. La flexibilidad cognitiva que demanda la noción definida se pone en 

evidencia en cualquiera de las pruebas que resultan de semejante abstracción, como la que presenta la Figura 1; 

el estudiante que debe deducir algo como c 0 = 0 está obligado a “hacer una casi esquizofrénica separación entre 

la íntima convicción intuitiva de que lo que está probando es verdadero y el formal proceso de demostración que 

establece precisamente esa veracidad [...] los novatos pueden verse profundamente perturbados al no distinguir 

qué es aquello que les está ‘permitido saber’ de su conocimiento no formal como opuesto al ‘conocimiento’ 

proveniente de las pruebas deductivas” (Tall, 1997g, pág. 11).   

 

 
Figura 1. Fragmento seleccionado de (Hoffman & Kunze, 1990, pág. 31) 

 

En el segundo texto (Apostol, Calculus volume I. One-Variable Calculus, with an introduction to linear 

algebra, 1967, págs. 156-160), donde se presenta la noción de derivada de una función escalar simbolizada por 

f’(x), se tiene la dualidad propia que los teóricos del AMT adjudican a los símbolos, pudiendo entenderse por 

f’(x) tanto la función derivada (el concepto), como la derivación (el proceso del límite para obtenerla): el 

procepto. 
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Figura 2. Definición de derivada de una función escalar (Apostol, 1967, pág. 160) 

 

   Al mismo tiempo, esta abstracción incluye una generalización, como señala el mismo texto reproducido 

en la Figura 2: la velocidad, presentada previamente de modo intuitivo, no es sino un caso de la derivada de una 

función original que es la posición. En la Figura 3 se observa que el autor del texto muestra la dualidad proceso-

concepto; esta explicitación no es mantenida en todas las abstracciones presentadas por el mismo autor, ni por 

los diversos autores. 

 

 
Figura 3. Ilustración explícita del proceso y del concepto (Apostol, 1967, pág. 160) 

 

Puede considerarse el ejemplo del plano tangente a la superficie de nivel de un campo escalar 

diferenciable definido en ℝ3
. La definición del plano tangente que se materializa a través de su ecuación lleva 

incluida la dualidad propia del procepto, dado que proporciona: (a) un procedimiento para obtener su expresión 

cartesiana, (b) el concepto de un elemento plano que constituye la mejor aproximación lineal a la superficie y 

que resulta ortogonal al vector gradiente del campo escalar en el punto de la superficie de nivel.  

 

 
    Figura 4. Plano tangente a superficies de nivel (Marsden & Tromba, 1991, págs. 160-161) 

  

Se toma ahora el caso del plano tangente a una superficie en un tercer texto de uso corriente en carreras 

de ingeniería (Marsden & Tromba, 1991); el aspecto proceptual se manifiesta en su presentación del plano 

tangente, un fragmento de la cual se reproduce en la Figura 4. Las definiciones en matemática como en 

cualquier otro dominio son arbitrarias; sin embargo, solo se consolidan en un dado campo aquellas que son 

eficientes para concentrar la información acerca de un dado hecho. Es en este sentido que se puede hablar de que 

una definición sea apropiada, que es lo que procura el autor, al presentar el concepto en los dos mundos, lo que 

le hace decir “vemos que es razonable definir el plano tangente a S como el plano ortogonal al gradiente” (161; 

cursiva en original).  Las definiciones en matemática como en cualquier otro dominio son arbitrarias; sin 

embargo, solo se consolidan en un dado campo aquellas que son eficientes para concentrar la información acerca 

de un dado hecho. Es en este sentido que se puede hablar de que una definición sea apropiada, que es lo que 
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procura el autor, al presentar el concepto en los dos mundos, lo que le hace decir “vemos que es razonable 

definir el plano tangente a S como el plano ortogonal al gradiente” (161; cursiva en original). La presentación 

elegida por el autor le permite al lector asociar el concepto del plano tangente del segundo mundo a las imágenes 

visuales en el espacio del primer mundo, propias de una geometría euclídea: tal la imagen mental que puede 

acudir en ayuda del concepto euclídeo de ‘plano’, y puede ser sugerida por una representación gráfica como la 

incluida en el libro de texto de ese objeto.  

En el tercer mundo, el plano, puede convertirse en una variedad lineal de codimensión uno definida por 

una forma lineal en una estructura denominada espacio vectorial, definición que lo distancia drásticamente de los 

mundos previos: ya no se tiene una imagen como sustrato personalizado, ni siquiera una ecuación que permita 

una dualidad y remita a un proceso de obtención, puesto que los puntos que lo constituyen podrían ser objetos 

complejos en sí mismos, tales como funciones. Que esta definición de ‘plano’ en un libro de texto termine siendo 

significativa es una responsabilidad compartida entre el autor y el lector, según el modo en que el texto se 

organiza como estructura. 

La intensidad de la demanda cognitiva de un ejercicio que incluya la noción de ‘plano’ estará vinculada a 

los mundos a través de los que deba desplazarse un alumno para resolverlo: será tanto más exigente cuanto más 

lo obligue a incursionar en el mundo formal, posibilitando la incorporación de conceptos más flexibles. Si los 

ejercicios se mantienen en niveles de demanda que permiten lograr respuestas construidas desde el primero o 

segundo mundo, probablemente el alumno desarrolle mecanismos de respuesta rutinarios que “pueden 

convertirse en un estilo de vida” (Tall, 2004d, pág. 6).   

Finalmente, se consideran los últimos dos textos que componen este trabajo (Lang, 1984, pág. 205; 

Spivak, 1994, pág. 250) . Aunque uno de ellos (Lang, 1984) define formalmente el concepto de primitiva de una 

función f, se prefiere aquí mostrar la presentación en que el autor, desde el principio, declara que se trata de un 

problema relacionado con un aspecto intuitivo (el del área de una región). Pero al mismo tiempo, como puede 

observarse en las palabras resaltadas de la parte superior de la Figura 4, la definición debe desprenderse de las 

adherencias del mundo incorporado, pues se necesita que “no apele a la intuición geométrica” (Lang, 1984, pág. 

205). La parte inferior de la figura recoge el fragmento del otro texto (Spivak, 1994) donde también se advierte 

acerca de que las aproximaciones a la definición de áreas de regiones planas pueden ser muy inapropiadas, aun 

para las regiones más sencillas como un círculo; en la geometría elemental, dice el autor, “el área de una región 

es a veces definida como el número de cuadrados de arista 1 que yace en el interior de la región. Pero esta 

definición es irremediablemente inadecuada hasta para las regiones más sencillas” (Spivak, 1994, pág. 250).   

  

 
Figura 5. Dos introducciones al capítulo de Integración de sendos textos de Cálculo, reproducción fotográfica (el 

sombreado no es parte del texto original)  (Lang, 1984, pág. 205; Spivak, 1994, pág. 250) 

 

La integración tal como el autor lo muestra en (1) puede pensarse como un proceso, esto es el de aplicar 

técnicas de cálculo que permitan producir una función F a partir de una conocida función f, definidas en el 

mismo intervalo, de manera que la última sea la derivada de la primera. Objetivada conceptualmente, F es una 

primitiva (una integral) de f  sin estar asociada al proceso de integración. La dualidad propia del procepto como 

par (integración, integral) está, entonces, incorporada en  la definición que se va a presentar. Más adelante 

(p.206) el mismo autor presenta la notación clásica de  Leibniz
1
  f(x)dx para una primitiva de la función f, ya es 

una forma, todavía simbólica, de conectar los dos problemas con los que se abre el capítulo y que terminan de un 

modo natural en el llamado Teorema Fundamental del Cálculo, que constituye “una impresionante compresión 

del conocimiento, expresando la esencial conexión  entre  el cambio y el desarrollo acumulado en dos breves 

ecuaciones” (Tall, 2011, pág. 23). 

                                                           
1 El símbolo  con que Leibniz designaba lo mismo que Newton con un pequeño cuadrado; “notam  pro summis, ut adhibetur nota d pro 
differentiis…”, escribía Leibniz en 1696 (Hairer & Wanner, 1996, pág. 107). La prevalencia de la notación se ha explicado por ser más 
‘expresiva’ del proceso de acumulación (suma) que está en su raíz intuitiva.   
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V. Conclusiones 
Las nociones seleccionadas (espacio vectorial, derivada, primitiva, integral, plano tangente), básicas en el 

Álgebra Lineal y en el Cálculo reclaman un tipo de abstracción que está bastante alejado del tipo de abstracción 

presente en la escuela media, donde prevalece la abstracción que produce el denominado concepto-cosa, 

obtenido por el aislamiento de algunas propiedades comunes a un conjunto de objetos, y que se encuentra 

anclada en el denominado primer mundo de la matemática por el cuerpo conceptual de este análisis.  Este tipo de 

abstracción se encuentra en diversos grados en el nivel primario del lenguaje mismo, y explica adecuadamente la 

formación de conceptos tales como ‘árbol’ (Kant, 2010, pág. 131), y en la matemática conceptos como ‘dos’ 

(Russell, 1988, 12), ‘triángulo’ (Gray & Tall, 2007, pág. 23). Frente a este tipo de abstracción, en lo que 

prevalece es más bien una generalización, se tienen las abstracciones propiamente dichas, en que los conceptos 

surgen significados por otros objetos previamente definidos (o indefinibles) en una estructura, y que algunos 

autores denominan teórica, para distinguirla de la anterior, que llaman empírica (Mitchelmore & White, 2007, 

págs. 1-9). Los objetos aquí son aquí más bien lo que sus relaciones con el resto de los objetos les permiten, y 

son condensados en símbolos que presentan un aspecto dual de proceso y concepto. Estas abstracciones 

(teóricas) difieren cualitativamente de las primeras (empíricas), y prevalecen en la matemática de nivel 

universitario, como lo prueban las nociones presentadas en los libros de texto aquí analizados. La abstracción 

que enfrenta el estudiante en una facultad de ingeniería durante los cursos básicos de matemática se inscribe en 

el segundo mundo o en el tercer mundo de la matemática, de modo que su diferencia con la que predomina en la 

escuela media es de naturaleza cualitativa. Por ello, implica elevados niveles de compresión de la información y 

demanda una flexibilidad cognitiva que no ha tenido mayores oportunidades de ejercerse en su formación 

matemática previa. Esta diferencia cualitativa estaría en la base de la percepción de los alumnos acerca de que 

las asignaturas son de elevada abstracción. En cualquier caso, los resultados sugieren que la muchas veces 

predicada recomendación de ‘conectar con la realidad’ que suele hacerse cuando se trata de la matemática en las 

carreras de ingeniería, podría ser pertinente para los conceptos obtenidos mediante abstracciones empíricas, o 

conceptos-cosa, pero inapropiados cuando se trata de conceptos-relación, como lo es la gran mayoría de los que 

se presentan en este nivel de matemática. Por añadidura, aun aceptando el postulado de la existencia de un 

sustrato resistente denominado ‘realidad’ del que los conceptos-relación hubiesen surgido, el itinerario que lleva 

de uno a otro resultaría de tal complejidad y comprendería tantas reconfiguraciones en su desenvolvimiento, que 

alcanzar a reconstruir esa ‘conexión con la realidad’ demandaría una carga mayor de abstracción que la que se 

está presentando directamente en una definición o proposición.      
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