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Resumen

Es conocido que en las clases de matematica universitarias sigue predominando la fragmentacién entre
teoria y préactica, lo cual produce muchos inconvenientes en el acceso de los estudiantes a formas de
razonamiento propias del nivel, sobre todo en los primeros afios de sus carreras.
En este trabajo queremos contar una experiencia en la cual, frente a este modelo “clasico”, contraponemos un
modelo de escenarios de investigacién en donde los alumnos participan activamente en la construccién de su
propio conocimiento a través de la resolucion de problemas.

Introduccién

Numerosas investigaciones, especialmente en los Gltimos afios, han tratado de aportar elementos de
analisis para el aprendizaje de la resolucién de problemas, reconociendo ampliamente su importancia en el
desarrollo de las clases de matematica.

En la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad Nacional de La Pampa se dicta la
carrera Profesorado en Matematica y uno de los desafios que enfrenta la formacién inicial de los futuros
profesores se centra en la necesidad de lograr una capacitacion vinculada a la problematica con que se
enfrentara el docente en su practica profesional. Por ello, creemos que la metodologia de trabajo, en el curso de
la carrera, debe plantear situaciones y problemas que fomenten la curiosidad, la exploracién, la produccion de
conjeturas y la basqueda de validaciones, como parte esencial del quehacer matematico, de esta manera se le
brinda al futuro profesional la posibilidad de ponerse en situacién y valorar el desarrollo précticas en las que la
matematica aparezca articulada, adquiera sentido para el que aprende y genere entusiasmo por estudiarla.

Fundamentacion

Observaciones no sistematizadas permiten manifestar que el modelo que vive en las clases de matematica
universitaria puede asociarse a lo que Cotton (1998) denomina paradigma del ejercicio, caracterizado por la
presentacion inicial de algunas ideas por parte del profesor y el posterior trabajo de los estudiantes en ejercicios
seleccionados por el mismo profesor. Por lo general estos ejercicios se extraen de libros de texto que también
presentan una fragmentacion entre “tedrico” y “practico”. En este contexto, la justificacion de la relevancia del
ejercicio no forma parte de la clase de matematica.

En contraposicion con el paradigma del ejercicio, muchos autores como Skovsmose (1999, 2000) o
D’Ambrosio (1998) proponen un enfoque investigativo para el desarrollo de la clase. Al respecto, el primer autor
sefiala: “Le doy el nombre de escenario de investigacion a una situacion particular que tiene la potencialidad
para promover un trabajo investigativo o de indagacion”. (Skovsmose, 2000 p.8)

En general, un escenario de investigacion se plantea como una situacion que estimula a los estudiantes a
formularse preguntas y a buscar posibles explicaciones. La caracteristica fundamental de un enfoque
investigativo es que la respuesta a las preguntas formuladas requieren una practica educativa concreta donde
participan activamente alumnos y docentes.

Aunque muchas de las situaciones que se plantean en el aula tengan la potencialidad para constituir un
escenario de investigacion, no todas se pueden sefialar como tales puesto que sélo adquieren esta condicion las
situaciones de las que se apropian los estudiantes, aquellos problemas que propician una exploracion y los
motivan a reflexionar, conjeturar y/o argumentar sobre algun posible resultado.

La posibilidad de contar afio a afio con diferentes grupos de estudiantes brinda al docente la posibilidad de
plantear diferentes escenarios y adecuarlos a los intereses y necesidades particulares de cada conjunto, ya que un
problema que resulta atractivo para algunas personas puede no presentar ningln interés para otro grupo.

Skovsmose sefiala que el cambio fundamental en las practicas asociadas a escenarios de investigacion es
el tipo de “referencias” que sirven de base para la construccion del significado que los estudiantes pueden
construir de un concepto matematico. Al respecto, indica que pueden presentarse tres tipos de referencias:
puramente matematicas, de la semirrealidad o de la vida real y de la combinacion de los mismos con los
escenarios de investigacion y el paradigma del ejercicio, surgen seis ambientes de aprendizaje diferentes.

El primer ambiente de aprendizaje aparece cuando la actividad se centra en el paradigma del ejercicio y se
enmarca en una referencia exclusivamente matematica. Los ejemplos de actividades en este ambiente son las
clasicas listas de ecuaciones o ejercicios combinados para resolver. En el mismo paradigma del ejercicio, con
referencias en la semirrealidad se hallan los problemas planteados con argumentos de la realidad pero en los
cuales no se pueden cuestionar los datos ni las condiciones, aunque éstos sean poco creibles. Finalmente,
consideramos un ambiente de la realidad cuando las referencias de la vida real, pueden proveen datos para
resolver ejercicios, por ejemplo en el caso de la estadistica. El paradigma sigue siendo del ejercicio, pero la
situacion no es artificial como en el ambiente anterior sino que se apoya en la realidad.
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Dentro del paradigma de los escenarios de investigacion, con referencias exclusivamente matematicas,
podemos plantear problemas donde llamen la atencién regularidades de tipo algebraicas o geométricas y las
preguntas a formular o las exploraciones a realizar se refieran a este tipo de regularidades. En el ambiente con
referencias en una semirrealidad nuevamente se presentan situaciones cuyo contexto esta ligado a la vida real
pero con datos ficticios, sin embargo en este paradigma esa situacién no se utiliza para proponer ejercicios sino
que brinda a los estudiantes la posibilidad de investigar y buscar explicaciones dentro de ese planteo. También
dentro de los escenarios de investigacion pero con referencias en la realidad, se plantean situaciones o proyectos
en los cuales todo es real, se buscan los datos, se analizan las distintas posibilidades en el contexto real, se
realizan los calculos, se contrastan resultados con estadisticas existentes. Ya no existe “una respuesta correcta” y
la autoridad ya no descansa en el docente sino que todos son responsables de la produccion.

Creemos que la metodologia de trabajo que ofrecen los escenarios de investigacion brinda a los docentes
una alternativa a las clases tradicionales en las cuales la actividad del estudiante pasa desapercibida. Este tipo de
trabajo nos parece importante como base del quehacer matematico, como parte del conocimiento especifico, pero
mas aun, consideramos que debiera desempefiar un rol central en instituciones formadoras de profesores como la
nuestra.

Desarrollo

La siguiente experiencia se desarrolld con estudiantes de segundo afio de la carrera Profesorado en
Matematica, con la intencién de analizar su respuesta ante una situacién problema cuya resolucién implica
contenidos ya trabajados por ellos en otras asignaturas.

La experiencia se llevé adelante en el Taller de Resolucién de Problemas, asignatura integrada al plan de
estudios de la carrera, cuyos objetivos centrales son el estudio de métodos generales de resolucién de problemas,
la elaboracion de conjeturas y generalizaciones, y la busqueda y produccién de modelos matematicos adecuados
a diversas situaciones.

En principio se presentdé una situacién particular, para luego estudiar las posibles modificaciones de
enunciado y/o condiciones para obtener posibles generalizaciones.

Problema

¢Existiran diecinueve nimeros naturales consecutivos tales que la suma de los cuadrados de los diez

primeros sea igual a la suma de los cuadrados de los siguientes nueve?

La resolucion puede reducirse a encontrarun N Z ™ tal que:
n? +(n+l)2 +(n+2)2 +(n+3)2 +(n+4)2 +(n+5)2 +(n+6)2 +(n+7)2 +(n+8)2 +
(N+9)? = (n+10)® + (N +11)% + (N +12)? + (N +13)? + (N +14)% + (N +15)% + (N +16)° +

(n+17)% +(n+18)?
Lo que conduce a hallar las raices de la siguiente ecuacion:
n? ~162n-1539 = 0
Los valores de n son: n; =171 y n, =—9 y puesto que los valores de n deben ser positivos la Unica
solucioén es la primera y se verifica facilmente:

1712 +1722 +1732 +1742 +1752% +1762 +1772 +178% +179% +180%2 =1812 +1822 11832 +
1842 +1852 +1862 +1872 +1882 +1892

308085 = 308085

A partir de este caso particular se propone indagar si se pueden presentar problemas similares para otra
cantidad de numeros naturales consecutivos, distinto de 19.

Una primera cuestion que se discutio y se asumid de acuerdo a la interpretacion que cada uno de los
estudiantes hizo del enunciado, fue la cantidad total de nimeros a considerar: ¢puede ser el total un nimero par?,
¢qué diferencias se pueden sefialar entre la cantidad de elementos de los dos grupos?, ¢tiene sentido pensar en los
dos grupos con el mismo nimero de elementos?

Siguiendo con la investigacion a la que dio lugar el primer problema planteado, los estudiantes,
estimulados por el docente, comenzaron a formularse preguntas y analizaron los siguientes casos:

- ¢Qué nimeros enteros consecutivos habria que considerar para que la suma de los cuadrados de los dos
primeros sea igual al cuadrado del siguiente?
Es inmediato que este caso se verifica para la primera terna pitagérica, 3, 4 y 5.

- ¢Qué nimeros naturales consecutivos habria que considerar para que la suma de los cuadrados de los tres
primeros sea igual a la suma de los siguientes dos cuadrados?

N2 +(n+D% +(n+2)% =(n+3)% +(n+4)?

n’-81-20=0
Los valoresde N son: m =10Any, =2



Efectivamente:
102 +11% +122 =132 +142
365 =365

De igual forma se trabajaron con totales iguales a 7, 9, 11 y algunos mas segln el grupo. La exploracién
de estos casos particulares dio lugar al planteo de la siguiente conjetura: ¢Existira siempre un valor inicial n, tal
que la suma de los cuadrados de los k +1 naturales consecutivos a partir de n sea igual a la suma de los
cuadrados de los siguientes k ?

Pese a que el planteo se realizé en general por los 14 estudiantes del curso, el trabajo algebraico que
imponia la verificacion de la conjetura no pudo ser llevado a cabo en forma independiente por la mayoria de
ellos. La resolucion fue surgiendo a instancias de intervenciones docentes y sélo dos estudiantes que pudieron,
incluso, hacer aportes y descubrir regularidades que no habian surgido en el analisis a priori.

La solucion elaborada es:

k 2k
> (n+i)? = > (n+j)?
i=0 j=k+1

%C_/ %,—J
Suma de los k+1 ndmerosal cuadrado  Syma de los k nimerosal cuadrado
El trabajo con las expresiones que involucran sumatorias, aln la concrecion de su término general presenta
grandes dificultades y pese a haber trabajado previamente con ellas, se observan muchas dudas en su manejo.
Desarrollando esta igualdad:

(k+1n? 4 20KK+D | kk+D)(2k+1)
2 6
2 +2n(2k(2k )k +1)j+ 2k(2k+ (4 +D)  k(k-+D(2k+])
2 6 5

De aqui resulta la siguiente condicion:
n? —2k?n=k? +2k3
Donde n es el nimero entero positivo inicial de la sucesion, y 2k +1 es el total de nimeros en la sucesion.
Por ejemplo: Si 2k+1=5, entonces k=2. Si reemplazamos en la condicion con k=2 tenemos que
n?—8n=20, y de aqui resulta que n=10.
Es decir que:
102 +11% +122 =132 +142
365=365¢C

como comprobamos anteriormente.
En este punto, surgi6 otra pregunta: ;Para qué valores enteros de k , el nimero n resulta un entero?

Es decir, para qué valores enteros de k , la condicion n? —2k?n=k? + 2k tiene como solucién un valor
entero positivo.

n? +(—=2k2)n + (-k? —2k3)=0

2k2 £ \Jak* 1+ 4.1- (k2 +2k)
2.1

o =k? £Vk* + k2 + 23

Es decir, cuando k* +k? + 2k es un cuadrado perfecto.
Sacando factor coman k?: k2(k2 +1+2k) = kz(k +1)2 = (k(k +l))2 que es un cuadrado perfecto.
Luego, para cualquier valor entero de k, n es un entero positivo.

N2 =

Otros resultados
Uno de los estudiantes plante6:

. . . . n+1
¢Existe un conjunto de n (n impar) nameros naturales, tales que la suma de los cuadrados de los — sea

igual a la suma de los cuadrados de los siguientes?
Desarroll6 la igualdad y propuso lo que ¢l denominé una “demostracion”

n+1

—_—

2 ? nl

> (x+i)2= D (x+i)?
i=0 i:n+1

2
Demostracion por induccion:



Para n=1, es claro que se verifica la igualdad.
Pero, si por ejemplo, un conjunto de 7 nimeros que son: 7,8,9,...,13, se utiliza para verificar el enunciado

72 +82 +92 +10° =294 %112 +122 +13° = 434, ocurre que no se verifica.

Me tomé este caso en particular porque al probar por induccion, y suponer que la igualdad por hipotesis
inductiva es verdadera para todo n, para n+2 no pude llegar a resolverlo.

Otro de los estudiantes indicd:

Ante la inquietud de no poder resolver el problema pude comprobar haciendo cuentas, que:

a-conn=3y A=1{3 4 5/>3%+4%2 =52 =25
b- con n=5y A={10;11;12;13;14} 102 +112 +122 =13% +14% =365
C-conn=7y A={21 22;...; 27} — 21% + 222 + 232 +-242 = 252 1 262 + 272 = 2030

d- con n=9y A={36;37;...; 44} 362 +372 +382 +392 +40% = 41° + 422 + 43% + 442 = 7230

La tendencia continua, y pude generalizar:

En todo conjunto, la primera mitad méas un elemento, cada uno elevado al cuadrado y sumados entre si puede:

1.- Que el resultado de su suma sea inferior al resto, en las condiciones del enunciado.

2.- Que el resultado sea igual.

3.- Que el resultado de su suma sea superior a la suma de los restantes entre si y cada uno elevado al cuadrado.
La opcion numero 2.- es la que generalicé, partiendo:

Para n=3 el Unico conjunto existente que verifica el enunciado es A={3; 4; 5}, de tal manera que para un

conjunto con n>3 y n impar, la siguiente sumatoria arroja el valor del Gltimo nimero que compone el
conjunto.

5+Zn:i
i=4

Simplemente con restar por n—1 el resultado arrojado por este célculo, se halla el nimero que se encuentra en
primer lugar, o mejor dicho, el nUmero més chico del conjunto.
La sumatoria cuenta la cantidad de elementos de los conjuntos y le suma, si n=a, desde a—2 hasta 5. Por

9
ejemplo: si n=9, 5+ Zi =5+4+5+6+7+8+9; donde el primer 5 es el maximo valor del conjunto de 3
i=4
elementos.
Otra conjetura obtenida:
A raiz de observar que el primer elemento de un conjunto de 3 es 3, el primer elemento de un conjunto de 5 es
10=5%*2, el primer elemento de un conjunto de 7 es 21=7*3y el primer elemento de un conjunto de 9 es
36 =9 =4, percibe una relacion, sin embargo necesita colaboracion para poder expresarla algebraicamente.
Si n=2k +1 entonces el primer nimero de la lista se obtiene haciendo nk y se considerd la posibilidad de una
verificacion:

k 2 2k
Sk +i)%= > (nk + j)
i=0 j=k+1

Lo interesante de esta produccion, mas alla4 de la blUsqueda de relaciones y la argumentacion inductiva es el
reconocimiento de la necesidad de hallar una demostracion. Los comentarios vertidos por los dos estudiantes
autores de estas Ultimas conjeturas, indican que son concientes de que aunque el razonamiento inductivo los
conduzca a la conclusion, esto no garantiza la validez de la proposicion.
Luego del primer encuentro donde se trat6 el problema, aunque no se expresd la obligacion de seguir pensando
en él, los estudiantes trajeron nuevas relaciones, nuevos resultados surgidos de seguir pensando. Este interés en
la situacion parece indicar que se puede desarrollar un trabajo investigativo, del tipo al que realizan los
especialistas en la disciplina, sin necesidad de recurrir a grandes enunciados o teoremas, sino planteando
situaciones que motiven la exploracion y la elaboracion de resultados originales.
Conclusiones
Luego de esta experiencia, entre otras que se vienen desarrollando en la misma linea, creemos que la

busqueda de escenarios de investigacion en las clases de la universidad, es un desafio, no solo para los
estudiantes sino para los responsables de implementar las clases. Desde la perspectiva del docente, los escenarios
de investigacion son ambientes en los cuales queda sin efecto el contrato didactico, surgen preguntas y
respuestas “fuera de libreto” y la clase comienza a desarrollarse bajo un alto grado de incertidumbre, una
incertidumbre que no existe en el paradigma del ejercicio. Al respecto, Skovsmose afirma:

La labor consiste en posibilitar que la profesora y los estudiantes puedan operar cooperativamente en una

zona de riesgo y en hacer de esta operacion una actividad productiva y no una experiencia amenazante.



Esto significa, por ejemplo, aceptar que las preguntas del tipo “y qué pasa si...? " puedan conducir la
indagacién hacia un terreno desconocido. (Skovsmose, 2000, p.22)

Otra observacion inmediata es que los estudiantes no estan acostumbrados a este tipo de trabajo. Los
conceptos utilizados en el planteo ya han sido tratados, en el marco del paradigma del ejercicio, en una
asignatura previa, en la cual se desarrollaron clases tedricas y se resolvié un trabajo practico especifico, lo cual
pone de manifiesto la necesidad de anclar los contenidos en usos concretos, ya que resulté de gran dificultad la
recuperacion de los mismos al momento de utilizarlos para investigar las conjeturas. Si bien se ha trabajado en la
demostracién de igualdades por induccién, en ningin momento se trabajo en la produccién de esas igualdades o
en la generalizacion de expresiones surgidas a partir de un razonamiento inductivo para discutir una posterior
validacion de las mismas.

Consideramos que esta metodologia de trabajo, ampliamente respaldada por investigaciones en educacion
matematica de vanguardia, debe formar parte del bagaje de conocimientos especificos de los futuros docentes,
sin embargo, para que comprendan y valoren las posibilidades de aprendizaje que brinda resulta imprescindible
gue esta préactica se generalice en las instituciones formadoras de docentes.
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