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Resumen

El objetivo de este trabajo es encontrar el coeficiente de atenuacion de la onda Rayleigh debido a su dispersion,
teniendo en cuenta la propagacion de la onda en un medio elstico semi-infinito, limitado por una superficie
bidimensional aleatoriamente rugosa. El problema se resuelve en el marco de la teoria de perturbacion, con la
aplicacion de la técnica de aproximacion del campo medio. Se estudia el coeficiente de atenuacion de la onda
Rayleigh debido al proceso de dispersidn de onda Rayleigh hacia onda Rayleigh. Se grafican las dependencias del
coeficiente de atenuacion con la frecuencia para una funcién de correlacion Gaussiana.

1. Introduccién

La dispersion de ondas en superficies rugosas es importante en diversas areas de la Fisica y sus aplicaciones
para responder a necesidades précticas, como por ejemplo: Acustica, Optica, Fisica de Sdlidos, etc. En particular, en
este trabajo se analiza la dispersion de la onda Rayleigh sobre una superficie bidimensional aleatoriamente rugosa.
Con el objetivo de encontrar el coeficiente de atenuacion de la onda Rayleigh debido a su dispersion, se formula el
planteo matematico del problema para la propagacion de la onda en un medio elastico semi-infinito, limitado por una
superficie con rugosidades aleatorias libre de tensiones, definida por z = n(x,y) (Figura 1). Se supone que las alturas
de las rugosidades son pequefias en comparacion con la longitud de onda.
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2. Planteo Matemético
Las ecuaciones de onda se pueden escribir en términos de los potenciales escalar y vectorial como:

Teniendo en cuenta las siguientes condiciones de borde:

c::N. =0
R

donde N =(n,, ny, Nn,) es un vector unitario normal a la superficie.
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Expresando las ecuaciones de borde en funcidn de las componentes del tensor de tensiones, se tiene:

O Ny + Oy Ny + 0,,N, = 0

SN + oy Ny + 0y,N, = 0

o,N, + Oy + 0N, = 0

3. Expansion del Campo de la Onda Transversal

El desplazamiento total se representa como una suma de la componente longitudinal mas la componente
transversal:

U=10, +0
donde: U =grade y Ug =rot y

Para resolver el problema es conveniente expandir la componente transversal en dos partes: la polarizacién
vertical y horizontal del vector desplazamiento TIS

0, =Ty + gy
donde Uy, =rot(0,0,¥g,) y T, =rotrot(0,0,vg,)

Asi la representacion del vector potencial es:

E;: (01 01 WSH ) + rOt (Ol Ol \VSV )

Se obtienen las siguientes ecuaciones escalares que describen la propagacién de la onda en términos de los
potenciales @, Wsn, Wsy.
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4. Condiciones de borde

Bajo la suposicion de que las alturas de las rugosidades son pequefias en comparaciéon con la longitud de

onda, se aplica la teoria de perturbacién expandiendo las ecuaciones de borde en Series de Taylor, en una vecindad
de la superficie.

Luego de aplicar Transformadas de Fourier a las variables x e y en las ecuaciones de borde expandidas, éstas
se expresan en la siguiente forma de operador:

Lo (K)5(K) = L (k. K)p(k) 5.1)

donde:
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1k k) = JAdk'X jdk'yn(k'x,k'y)tl(k, k),
siendo:
L’;(R,E) el operador matricial integral que contiene en su integrando al factor aleatorio.

|:0 (ﬁ) el operador matricial algebraico.
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6. Aproximacion del Campo Medio
La aproximacion del campo medio es una técnica especial que permite obtener una ecuacion aproximada para

la propagacion media de la onda Rayleigh.
A partir de la ecuacion de borde en términos del operador integral (5.1), expandiendo el campo total como la

suma del campo medio més el campo aleatorio: ¢=(¢) +¢".
Promediando la ecuacion (5.1) en el marco de la aproximacion del campo medio, se obtiene la ecuacion
integral matricial para el campo medio:

—- 2 - . ~ - = A = . = . -
{Lo(k) + % I dk WKL (K, K) LA (R)L (k, k)}<¢(k)> -0 (6.1)

donde:
J‘dde’ia(k’k')w(ﬁ) —W(K K

es el espectro de Fourier de la funcion de correlacién y o es la amplitud de rugosidad.

7. Atenuacion de la Onda Rayleigh
Se realiza el siguiente analisis para encontrar la correccion para el nimero de onda de la onda Rayleigh

debida a su multiple dispersion sobre la superficie rugosa.

La ecuacién integral matricial para el campo medio (6.1) es una ecuacion homogénea que tiene soluciones no
triviales cuando:

det[f_o(k) +o’? *(R)J=o (7.0

Para pequefias rugosidades la ecuacion (7.1) se puede escribir:

10, det® + o2(L9M + LZ; deti®)=0 (7.2)



En forma completa la ecuacion (7.2) tiene la forma:
2
L9, (K) det |1°°(|Z)+"—2jd|Z'W(E')(L33(lZ)M(E,lZ')+ L2,(K,K ) det |:°°(E))=o (7.3)
T

Luego de expandir (7.3) en series de Taylor, la expresidn para la correccion para el nimero de onda es:
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Otra expresion para la correccion para el nimero de ondas es abordada en el sistema de coordenadas
cilindricas:

K=k,

(ky,ky) = (k,9)
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El coeficiente de atenuacion es la parte imaginaria de la correccién para el nimero de onda.
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Las dependencias del coeficiente de atenuacién con la frecuencia debidas al proceso de dispersion de onda
Rayleigh hacia onda Rayleigh para una funcion de correlacion Gaussiana isotropica con diferentes longitudes de
correlacion se muestran en la figura 2. Es posible observar dos dominios con diferentes conductas: a bajas

frecuencias el comportamiento responde a la ley »* , pero para frecuencias mas altas estas conductas cambian a
lineales.
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Las dependencias del coeficiente de atenuacién con la frecuencia debidas al proceso de dispersion de onda
Rayleigh hacia onda Rayleigh para una funcién de correlacién Gaussiana anisotrdpica, se muestra en la figura 3, para
diferentes orientaciones de los ejes de anisotropia relativas a la direccién de propagacion de la onda Rayleigh. Es
posible observar una conducta no monétona del coeficiente de atenuacion para pequefios angulos, la cual comienza a
desaparecer con el incremento del angulo de incidencia y aparece nuevamente cuando la onda Rayleigh se propaga
perpendicularmente a la direccién de anisotropia.
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8. Conclusiones

La dispersion de la onda Rayleigh sobre una superficie bidimensional con rugosidades aleatorias es
importante en diferentes aplicaciones fisicas.

El planteo matematico del problema se formula para encontrar el coeficiente de atenuacion de la onda
Rayleigh debido a su dispersion. La solucién del problema se obtiene en el marco de la teoria de perturbacién bajo la
suposicion de que las alturas de las rugosidades son pequefias en comparacion con la longitud de onda. Se deduce la
ecuacion integral matricial de borde, la cual describe el campo de la onda esparcida.

Con la aplicacién de la técnica de aproximacién del campo medio se obtiene la ecuacién matricial aproximada
para la propagacion media de la onda Rayleigh.

Se estudia en detalle el coeficiente de atenuacion siendo los resultados numéricos Utiles para entender los
procesos fisicos de la dispersion de la onda Rayleigh sobre una superficie bidimensional aleatoriamente rugosa.
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