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Resumen

En este trabajo analizamos las dificultades que presentan los alumnos al calcular el area encerrada por
curvas, utilizando integral definida. Investigamos como los alumnos resuelven: por un lado, un problema de
aplicacion y por otro, un ejercicio donde deben calcular una integral. Observamos que los alumnos manipulan
relativamente bien los algoritmos algebraicos que aparecen en el calculo de primitivas de funciones y sin
embargo, presentan dificultades importantes en el calculo de &reas limitadas por curvas y su aplicacion a
problemas concretos de la carrera.

Introduccion.

Una las asignaturas basicas con que se encuentra el ingresante a la Universidad en las carreras de
Ingenieria, es Analisis Matematico, ya que sus contenidos pueden considerarse como pilares en su formacién. Es
en esta etapa que se brinda al alumno los conocimientos elementales que le servirdn de herramientas al llegar a
las materias propias de su especialidad.

En cuanto a la ensefianza de esta materia, el acercamiento didactico que se sigue en los programas de
estudio y en los libros de texto es en esencia "tradicional". Es decir, basicamente se exponen los métodos de
resolucion de los distintos conceptos mediante un procedimiento algoritmico y se continlia con ejercicios cuya
complejidad crece en forma gradual. De acuerdo con Contreras (2000), al desarrollar un tema de Analisis, un
profesor se enfrenta a conceptos que por su propia naturaleza, son problematicos en si mismos, lo que hace
desplazarse hacia posturas algoritmicas mas faciles de gestionar y evaluar, dejando de lado los problemas
caracteristicos de dicha asignatura.

En efecto, en la ensefianza elemental del Analisis Matematico se otorga gran importancia a los
tratamientos tipo célculo: la composicion de dos o mas funciones, el calculo de derivadas, el calculo de
integrales, etc. También se ha comprobado que la ensefianza tradicional tiende a centrarse en una practica
algoritmica y algebraica y a evaluar sobre las competencias adquiridas en este dominio (Artigue, 1995). De esta
manera, los distintos temas que se desarrollan, dependen de las definiciones matematicas de los objetos,
perdiéndose el valor que tienen las conversiones entre registros para el aprendizaje, debido a que no se exploran
de manera consistente las actividades que favorecerian su articulacién con otros medios de expresion y
representacion matematica que utilicen el uso simultdneo de varios registros de representacion semidtica.
Siguiendo a Duval (1998), esta articulacion es condicion necesaria para una buena apropiacion de los objetos
matematicos.

Cuando se ensefia un concepto en un solo registro (mono-registro) no se obtienen resultados dptimos en el
aprendizaje, Duval sefiala que el mono registro conduce a un trabajo a ciegas, sin posibilidad de control del
"sentido” de lo que se hace.

Para el concepto integral definida, los diferentes registros de representacion que un alumno puede utilizar
para resolver un problema (en el caso de calculo de areas) son:

a) Registro de lenguaje natural: el que corresponde al enunciado verbal del problema

b) Registro Gréfico: el que corresponde a la representacién de las curvas f(x) y g(x), cuando corresponda, y la
region de integracion.

¢) Registro algebraico: el que corresponde a la escritura simbolica algebraica (resolucion analitica del
problema)

El resolver los problemas en un solo registro, genera una serie de problemas en asignaturas de la
especialidad, en donde el uso que se le da a los conceptos cumplen con objetivos muy diferentes. Diversas
investigaciones han detectado importantes dificultades en los estudiantes en el campo conceptual del Andlisis.
Tal como asegura Hitt (1998), los alumnos de una carrera de Ingenieria, después de llevar un curso de Calculo,
no logran resolver problemas no rutinarios. Este autor sugiere que los métodos tradicionales de ensefianza del
calculo son insuficientes en la preparacion de buenos estudiantes para aplicar el calculo de manera creativa.
Ademas, complementa esta afirmacién estableciendo que el fracaso de estos estudiantes se debe a la carencia de
articulacion entre representaciones provocando, tal como él expresa: "que el alumno camine a ciegas" en el
sistema algebraico desarrollando algoritmos sin una idea clara del objetivo final perseguido.

En cuanto al concepto de integrales, hace tiempo que se viene constatando que los aspectos tedricos
relacionados con esta nocidn, tal como aparecen por ejemplo en la mayoria de textos resultan demasiados
complejos para muchos de nuestros alumnos, la mayoria de los cuales no entiende el porque del enorme esfuerzo
deductivo al que, de pronto se les somete. Por otro lado, fuera de las aplicaciones directas del calculo de areas 'y
volumenes, no aprenden a reconocer cuando el calculo de una magnitud requiere de una integracion.
Fundamentacion.
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La derivada no despliega toda su fuerza hasta que se alia con la integral, el segundo concepto
fundamental. Aunque el estudio de integrales requiere una preparacién larga, constituye un instrumento de valor
incalculable. La integral viene a formalizar un concepto sencillo e intuitivo: el de area. El area de de una regién
se define muchas veces como el nimero de cuadrados de lado unidad que caben en una regién, pero esta
definicidn es inadecuada para todas las regiones, excepto las mas simples.

El concepto de integral definida desde su origen, ha respondido a la necesidad de mejorar los métodos de
medicion de areas subtendidas bajo lineas y superficies curvas. La técnica de integracion se desarroll6 sobre todo
a partir del siglo XVI1I, paralelamente a los avances que tuvieron lugar en las teorias sobre derivadas y en el
calculo diferencial.

En la docencia, la integral definida es un concepto utilizado para determinar el valor de las areas limitadas
por curvas y rectas.

Para la ensefianza de este concepto, hace tiempo que se viene constatando que los aspectos tedricos
relacionados con esta nocidn, tal como aparecen por ejemplo en la mayoria de textos resultan demasiados
complejos para muchos de nuestros alumnos, la mayoria de los cuales no entiende el porque del enorme esfuerzo
deductivo al que, de pronto se les somete. Por otro lado, fuera de las aplicaciones directas del calculo de areas y
volimenes, no aprenden a reconocer cuando el calculo de una magnitud requiere de una integracion.

Lloren J. L. y Santoja F. (1997) analizan los errores de los alumnos las que encuadran en tres categorias:
1. Los estudiantes identifican “integral” con “primitiva”.

2. Las integrales definidas se identifican con la regla de Barrow, incluso cuando esta no se puede aplicar.
3. No se integra el concepto de area con el de integral.

Diversas investigaciones (Llorens y Santoja, 1997, Gatica y Ares, 2011, Porres M, 2011) muestran que los
estudiantes no realizan una union adecuada entre el concepto de area y el de integral definida. En ellos persiste
una interpretacion algebraica de la integral, por lo que la regla de Barrow se les presenta como una interpretacion
geomeétrica de la integral como si fuera igual que el caso de la tangente como interpretacién geométrica de la
derivada. Posiblemente este hecho se deba a que en los libros de texto se abusa del formalismo cuando se refiere
al concepto de integral.

Como uno de los aspectos mas importantes en las investigaciones en didactica de la matemaética es el
analisis de las deficiencias que detectamos como profesores universitarios en los estudiantes, el presente trabajo
se refiere a este aspecto a tener en cuenta, en los distintos registros de representacion semidtica (Duval, 1998), al
momento de elaborar propuestas didacticas que contribuyan a superarlos.

Desarrollo

Este estudio se llevé a cabo con alumnos de primer afio de las carreras de Ingenieria Industrial. Se
analizaron las respuestas dadas por 30 estudiantes en un ejercicio en el examen recuperatorio del segundo parcial
y 5 respuestas de otro ejercicio en la recuperacién global.

El objetivo de este trabajo es analizar a que registros de representacién los alumnos acuden al resolver los
ejercicios y que errores cometen en su desarrollo.

Primer ejercicio:

Se desea calcular el area determinada por la curva f(X) = e”, las verticales X =—2 X=-3 ylarectay=0

En este ejercicio analizamos si los alumnos pueden plantear la integral de una funcidn sencilla, y ver que

estrategias de aprendizajes utilizan, por ejemplo, si necesitan graficar o la plantean directamente.

Los alumnos ya habian resuelto actividades de este tipo.

Aungue no se especifica el método de resolucion del problema, teniendo en cuenta la resolucién correcta,
el alumno puede optar por:
1) Resolver analiticamente sin realizar ningun tipo de grafico.
2) Resolver analiticamente y graficamente.

El hecho de que el alumno dibuje el &rea comprendida entre las curvas ayuda a determinar cudl es la curva
f(x) (superior), g(x) (inferior) y los limites de integracidn para la resolucion analitica del problema propuesto.

Segundo ejercicio:

El ejercicio dos corresponde a la recuperacion global del segundo parcial, ya en esta instancia la cantidad
de alumnos es minima.

En este caso, el gjercicio a plantear corresponde a una situacion problematica con integral definida. El
objetivo de esta actividad es que planteen la integral y la funcion a analizar.




Se desea pintar una superficie, tener en cuenta las siguientes caracteristicas: los extremos laterales estan dados

por las ecuaciones x = 0 y x = 5, altura de la pared de 6 mts constante y la base corresponde a la ecuacion

1 L
y = g X . Aplicar integrales para calcular el area.

Resultados
Primer ejercicio:

La siguiente tabla muestra el analisis de estas evaluaciones con sus porcentajes.

Categorias de Analisis Cantidad Porcentaje
a. Resuelv_e y reprgs,enta graficamente en forma correcta la funcién con los 12 33.33%
limites de integracién

b. Resuelve y plantea correctamente pero no realiza la representacion grafica 5 13,89 %
c. Representa correctamente pero resuelve mal el ejercicio 1 2,78 %
d. Realiza la representacion grafica correctamente y resuelve regular el ejercicio. |1 2,78 %
e .No realiza la representacion grafica y resuelve regular la integral 1 2,78 %
f. Representa mal pero resuelve bien 3 8,33 %
g. No realiza la representacion grafica y resuelve incorrectamente el ejercicio. 4 11,11%
h. No resuelve el gjercicio 9 25%
TOTAL 36 100 %

El items e) observamos que el alumno no realiza la interpretacion grafica y se considera regular el
planteo, porque se equivoca en la regla de Barrow. Casi el 14% resuelve directamente el planteo pero no utiliza
la representacion grafica, igual este valor no es representativo, ya que funcién a integrar es sencilla. Solo 25% no
realiza el ejercicio.

Algunos de los errores que cometieron los alumnos son los siguientes:
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Segundo ejercicio:
Los datos analizados se esbozan en la siguiente tabla.

TOTAL

Categorias de Analisis Cant. de alumnos Porcentaje

_Resuelvo_a,y representa correctamente la funcion con los limites de 2 28,57%

integracion

Grafica correctamente y resuelve regular el ejercicio 2 28,57%

Grafica mal resuelve regular 1 14,28%

No resuelve el ejercicio 2 28,57%
7 100 %
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Conclusiones
Como no se les dio indicios sobre la forma de resolver el problema, el alumno pudo optar en intentar
plantearlo recurriendo al registro gréafico, analitico o ambos.
Para el ejercicio 1
Del total de 36 alumnos hubo un 33% resuelve y representa graficamente en forma correcta la funcién
con los limites de integracién, un 25% no resuelve el ejercicio, un 13,89% resuelve y plantea correctamente pero
no realiza la representacién grafica, un 11,11 % no grafica y resuelve incorrectamente el ejercicio y un 2,78 %
para los items grafica correctamente y resuelve mal el ejercicio, grafica correctamente y resuelve regular el
ejercicio y no grafica y resuelve regular la integral.
De las cifras mencionadas se rescata que aproximadamente una tercera parte de los alumnos resolvieron
correctamente el ejercicio por ambos registros pero una cuarta parte directamente no lo resolvid.
Teniendo en cuenta que el ejercicio no presentaba una notoria dificultad para graficarlo es alto el
porcentaje que no hace la gréfica y resuelve regular o no resuelve directamente el ejercicio (14 de 33) 42,42 %.
Estos resultados nos indican que en la resolucién del problema, a un grupo de alumnos se les presentan
inconvenientes cuando intentan resolverlo analiticamente sin tener en cuenta la resolucion gréfica.
Para el ejercicio 2
Se repite la proporcién 28,57% para resuelve y grafica correctamente la funcion con los limites de
integracion y no resuelve el gjercicio.
Casi un 43% no grafica o grafica mal, lo cual como en el otro ejercicio da una cifra a tener en cuenta
Ademas, sin ninguna duda, en la resolucidn de problemas matematicos es necesario utilizar otras formas
de expresidn, como son diagramas, gréaficos cartesianos, etc. Pero en las clases de matemaéticas los profesores
privilegian, en general las escrituras simbdlicas. Es necesario que los profesores, en las clases, enfrenten a sus
alumnos a problemas de traslados entre distintas representaciones semiéticas que admite la nocién matematica
objeto del aprendizaje focalizado (Guzman, 1998).
Referencias Bibliogréaficas
- Contreras, A. (2000). La ensefianza del Analisis Matematico en el Bachillerato y primer curso de
Universidad. Una perspectiva desde la teoria de los obstaculos epistemoldgicos y los actos de
comprension. Actas del IV Simposio de la SEIEM. Espafia: Huelva.
- Duval, R. (1998). Registros de Representacion semiotica y funcionamiento cognitivo del pensamiento.
En F. Hitt (Ed.), Investigaciones en Matematica Educativa Il, (pp. 173-201). México: Departamento de
Matematica Educativa. Cinvestav



Gatica S. y Ares O. (2011): Visualizacion del concepto de exactitud en integracion numérica. Epsilon.
Revista de la S.A.E.M. “THALES”, Vol 57 (3) Sevilla. (Espafia): I.S.N.N.: 1131-9321.

Hitt, F. (1996): Sistemas semioticos de representacion del concepto de funcidn y su relacién con
problemas epistemologicos y didacticos. En F. Hitt (Ed.) Investigaciones en Matematica Educativa.
(pp.245-264). México: Grupo Editorial Iberoamérica.

Hitt, F. (1998): Visualizacién matematica, representaciones, nuevas tecnologias y curriculum.
Educacién Matematica, 10 (2), 23-45.

Llorens, J. L., Santonja, F. J. (1997). Una interpretacion de las dificultades en el aprendizaje del
concepto de integral. Divulgaciones Matematicas, 5(1/2), pp. 61-76.

Porres M. (2011): Integral definida, Célculo mental y Nuevas tecnologias. Tesis doctoral. Universidad
de Valladolid (Espafia).



