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Resumen

En un primer curso de Analisis Matematico se trabaja con el estudio de las funciones. Sin embargo, son muchas
las dificultades de los estudiantes para volcar sus calculos a los graficos y valerse de ellos para mejorar los
enunciados verbales que justifiquen cada aspecto de la curva. Con este trabajo nos proponemos presentar algunas
actividades en las cuales los estudiantes deberan observar y estudiar propiedades y comportamientos de ciertas
familias de funciones al cambiar los valores de un parametro y desarrollar la habilidad de enunciarlas con precision.

Un graficador que permite animaciones, como Winplot, ayudara a “ver” la variacion de formas y
comportamientos y con lapiz y papel buscaran en funcion del parametro, la expresion simboélica de lo que ven en la
figura animada.

Introduccion.

Una preocupacién compartida por docentes que trabajamos en carreras de Ingenieria es la de estimular en los
jovenes la capacidad de hacer uso de su “ingenio” para abordar desde los problemas mas sencillos hasta los mas
complejos, apelando a diferentes registros y estrategias. Enunciarlos o parafrasearlos por escrito, contarselo a otro de
forma oral y en lenguaje coloquial, esbozar una figura de andlisis, planificar un camino de solucién, comparar
caminos diferentes, elegir uno y justificar la eleccion, preferir en alguna ocasion una u otra de estas formas o
combinar dos o tres son algunas de las variantes que podrian adoptar.

Pero lo que en general sucede es que adoptan mecanismos automaticos, casi diriamos rutinarios. Mas
precisamente buscan que se les provea de los automatismos necesarios para saber qué hacer en cada caso, y cuando
la presentacidn, las condiciones o las preguntas del problema adoptan una forma ligeramente diferente del esquema
adquirido, se dificulta la comprension y consecuentemente la basqueda de la solucion.

Un tema ineludible en un primer curso de Analisis Matematico es el estudio de las funciones. Es frecuente
comenzar a estudiar separadamente aquellos datos que permiten realizar un esbozo esquematico y cualitativo, tales
como dominio, signo, intersecciones, eventuales simetrias, limites en el infinito o en puntos singulares, asintotas.

Cuando se han adquirido las nociones de derivada junto con sus propiedades y aplicaciones, el estudiante
dispone de una herramienta eficaz para perfeccionar su esbhozo preliminar por medio de las propiedades
diferenciales, investigar los intervalos de monotonia e identificar con precision la existencia de los eventuales puntos
de méximo o de minimo y las inflexiones, o los puntos donde no existe la derivada.

El tema culmina, con variado éxito, cuando el estudiante logra sintetizar en una figura todas las propiedades
de la funcion estudiada, y viceversa, cuando es capaz de mirar una gréfica, e interpretar en ella la informacion que
contiene. El éxito del resultado ultimo de su estudio depende en alguna medida de su habilidad para el dibujo pero
sobre todo de su capacidad de predecir formas y visualizar comportamientos esperados, asi como de contrastar la
coherencia entre los diferentes aspectos estudiados simbolicamente y el dibujo obtenido.

Sin embargo, observamos que cuesta mucho alcanzar ese poder de sintesis aprovechando la riqueza
conceptual de estos problemas y ser capaces de justificar con la definicion o la propiedad adecuada cada aspecto de
la curva.

Los docentes que debemos conducir este trabajo de los alumnos observamos en el escaso dominio de esta
técnica, que no se reduce a un mero dibujo, muchos de los errores que se ponen de manifiesto en el aprendizaje del
Célculo. Algunos de ellos son compartidos o heredados de otras ramas de la Matematica, como el Algebra, y otros
proceden de los conflictos cognitivos propios de los nuevos contenidos.

En la busqueda de revertir ciertos resultados adversos puestos en evidencia en las evaluaciones, surge el
intento de disefiar alguna actividad no rutinaria para estudiar funciones donde el estudiante tenga que formularse
preguntas, anticipar alguna respuesta, explorar la razonabilidad de la conjetura mediante ensayos con el graficador y
confirmarla o rechazarla luego de sus calculos en el papel.

Con este trabajo nos proponemos presentar una actividad de laboratorio para la clase de Matematica en la
cual los estudiantes, individualmente o en grupos, deberdn estudiar propiedades y comportamientos, no de una
funcidn en particular, sino de ciertas familias de funciones que varian al cambiar los valores de un parametro, y
algunos modelos de actividades que hemos pensado para combinar el trabajo con el software, junto con los
desarrollos con lapiz y papel.

Un graficador que permite animaciones, como Winplot, ayudara a “ver” la diversidad de formas y
comportamientos y luego, con lapiz y papel, buscara las asintotas si es que puede tenerlas, los puntos donde alcanza
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un méaximo o un minimo, los valores extremos, las inflexiones, si las hay, todos estos elementos calculados en
funcion de los parametros, para volver al graficador y volcar los datos obtenidos en su figura animada.

Fundamentacion.

En su libro El “error”, un medio para ensefiar, Astolfi establece una interesante y amplia clasificacion de los
tipos de errores en que incurren los alumnos en el aprendizaje de la Matematica y basta recorrer la correccién de
algunas de las evaluaciones que aplicamos en nuestros cursos, o examinar algunos de los momentos de nuestras
clases, en que preguntamos nosotros o preguntan los alumnos para tener una variada muestra de esos errores. Esa
tipificacion de los errores se apoya en un particular diagnéstico y tiene como consecuencia diferentes formas de
intervencion didactica para enfrentarlos.

Errores debidos a la comprensidon de las consignas de las actividades propuestas, del vocabulario empleado, o
de los verbos que indican determinadas acciones, errores procedentes de una mala interpretacion de las expectativas
del alumno y de la conciencia de su rol, obstaculos emanados de concepciones no adaptadas a contenidos nuevos de
creciente dificultad, errores en la ejecucién de las operaciones intelectuales inherentes a cada actividad: mirar y ver,
describir, enunciar, analizar, eshozar una sintesis, conjeturar, suponer, explicar, justificar, etc., son algunos de los que
integran la lista y que constituyen un desafio para tratar de proponer oportunas acciones correctivas.

De todos estos errores hemos puesto especial énfasis en un aspecto comin a ellos que es la falta de uso
adecuado del lenguaje en todos sus registros (verbales, orales o escritos y graficos en sus diversas formas) y la
posibilidad de usarlos con fluidez, o pasar de uno al otro sin dificultades, para ejecutar aquellas operaciones
intelectuales arriba mencionadas que s6lo pueden desarrollarse por medio del lenguaje.

En esta oportunidad, el recorte elegido consiste en detenernos en el uso de los recursos graficos como
complemento y disparador del mejoramiento de los recursos verbales, combinando adecuadamente, el trabajo escrito,
el dibujo a mano alzada con l&piz y papel, y los gréficos realizados con un software graficador, que a su vez permite
incorporar animaciones e interactuar con él para formular conjeturas y responder con precision preguntas relativas a
propiedades de la figura observada.

Pero la aprehension de una figura adopta distintas formas (Duval, 1994):

e Una aprehension discursiva por la cual es posible ponerle nombre o enunciar lo que se ve como por
ejemplo: “la recta tangente a una circunferencia es perpendicular a su radio”, o, “ Sea la grafica de
una funcidn creciente”. Esta aprehension no basta para demostrar o explicar lo que se ve y necesita
acompanarse de la demostracion un teorema o de una definicion.

e Una aprehension secuencial, que se alcanza cuando la figura es el resultado de un conjunto de
acciones sucesivas realizadas con distintos elementos como pueden ser la regla y el compés o un
software para graficar, y la imagen global se logra a posteriori de haber realizado diversos trazos
parciales en un cierto orden.

e Una aprehension operatoria, por la cual el observador opera modificaciones sobre la figura ya sea
materialmente 0 mentalmente para reformular una conjetura, orientar una demostracion, o sugerir la
solucion de un problema. (Polya)

e Una aprehension perceptiva, que es la que se obtiene con un “golpe de vista”, y que permite
reconocer globalmente una forma e identificar el objeto.

El propdsito de las actividades que vamos a presentar es precisamente estimular en los estudiantes un
progresivo acercamiento a todos estos tipos de aprehension, para llegar a obtener un manejo experto de los recursos
graficos y poder aprovecharlos para mejorar y precisar el discurso de una demostracién o de una definicién, asi
como utilizar la dimension heuristica del grafico para plantear un problema o planificar su solucion.

Estas actividades tienen como destinatarios tanto los estudiantes de nuestros cursos de Célculo del Primer afio
de una Carrera de Ingenieria, como también pueden ser presentadas a docentes de los Ultimos afios de las escuelas
medias, de modo de ir estimulando estas practicas en los jovenes antes de su ingreso a la Universidad, y proponer
algunas formas de utilizar en el aula los recursos informaticos cada vez mas al alcance de alumnos y docentes.

Desarrollo.

Presentamos dos tipos de actividades:
1. El estudio de familias de funciones dependientes de un parametro, para lo cual acompafiamos una guia de los
sucesivos pasos sugeridos para el estudio, junto con algunas imagenes que muestran diferentes etapas del
trabajo.

2. La adaptacion de un problema de optimizacion de un area presentado en el articulo de Santos Trigo. (Citado en
las referencias bibliograficas)



Estudio de familias de funciones racionales propias con denominadores de segundo grado.

Guia de trabajo

Se proponen funciones cuyas graficas posean algin elemento de simetria, para simplificar a la vez que generalizar el

estudio.
CON WINPLOT CON LAPIZ Y PAPEL

1. Enel mismo grafico representar: 2. Examinar y registrar para cada una de ellas:
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3. Unificar el analisis y en otro grafico, representar: 4. Realizar un cuadro comparativo de los
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Examinar como cambian las curvas al animar el parametro a. las asintotas verticales. (En funcién de a)

Representar las asintotas verticales con lineas punteadas.

5. Examinar crecimiento y decrecimiento para distintos valores | 6. Calcular la derivada de la funcion. Buscar
de ay predecir el signo esperado para su derivada. sus ceros y estudiar su signo para la misma

) ) ) ) o distincion que se hizo de los valores de a.
Examinar semejanzas y diferencias en la ubicacion de los
extremos, para los distintos valores de a. Seguir completando el cuadro comparativo,
llevando el registro de qué aspectos se
mantienen, y cuales cambian, al cambiar a.

7. Representar con un trazo de otro color la derivada de la | 8. Identificar los puntos de maximo o de
funcion y examinar sus variaciones al cambiar los valores minimo y los correspondientes valores
del parametro a. Comparar con el estudio realizado en el extremos.
papel.

9. Examinar los cambios en la concavidad para distintos | 10. Calcular la derivada segunda, buscar ceros y
valores de a y predecir el signo esperado para su derivada estudiar su signo para la misma distincion
segunda. que se hizo de los valores de a.

Examinar semejanzas y diferencias en la ubicacién de los
eventuales puntos de inflexion, para los distintos valores de
a.

11. Representar con un trazo de otro color la derivada segunda | 12. Revisar el cuadro comparativo y completar
de la funcién y examinar sus variaciones al cambiar los lo que falte.
valores del pardmetro a. Comparar con el estudio realizado
en el papel. Ubicar en la figura los puntos de inflexion. Enunciar algunas conclusiones generales.

. N N . 4
Repetir las mismas actividades para la familia de funciones f ( X) == . Discutir paraa<0,a=0,a>0.
X" —a




La siguiente figura ilustra una pantalla correspondiente a un valor negativo de a, y en el mismo gréafico se
representan la funcidn dada (con rojo) su derivada primera (con azul) y su derivada segunda (con verde). Se destacan
también los ceros de la derivada segunda y los puntos de inflexion.

ORI . . e, 2w wwess o w o SIEIE

Ventana  Ayuda

inventaia [Fanila1

Archivo Ecua Ver Btns Una Dos  Anim  Misc

¥ = 4/ (x"2-a) Yy (1)x + (0)y = sgru(a)
(1)x + (0)y = -sgrt(a)

v = der{l, 4/ (x"2-a)}
v = der{2,4/ (x"2-a)}
(%,¥) = (3qrT(-a/3),0)
(x,¥) =

4 3
edtar | bovar | dupl | copiar | tebla | famiis
qifico | ccuacion | nombre | deivar | red | cenar

(-sqrt (-a/3),0)

| T —

=l = =
defl | suorev | auocisl| defD

I automostrar [23 diaposiivas — cemtar

La proxima figura muestra la pantalla correspondiente al valor O para el parametro a. La funcion se reduce a
4
f ( X) ==Y también se representan las derivadas primera y segunda. En este caso aparece con linea punteada la
X

asintota vertical x =0.
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La Gltima pantalla ilustra la grafica correspondiente a un valor positivo de a. Aparecen las dos asintotas
verticales. Con los mismos colores aparecen representadas las dos primeras derivadas sucesivas.
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Para el otro problema proponemos primero una adaptacion del enunciado propuesto en el articulo citado, para
luego presentar el problema original.

o 1 . e
Sea Q un punto de la funcion f (X) = — (en el primer cuadrante). Una recta tangente a la grafica que pasa
X

por el punto Q forma (con los ejes coordenados) un tridngulo rectangulo. Calcular, si existen, las coordenadas del
punto Q para que el area de ese triangulo sea maxima o minima.
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. . 1 . .
Se pide a los alumnos que representen con Winplot la funcion —, consideren solamente la rama del primer
X

cuadrante y marquen sobre la curva un punto genérico al que puedan animar y sus proyecciones sobre los ejes
) 1 . L
coordenados. Ese punto tendré coordenadas [a, — |. Luego se pide que encuentren en el papel, la ecuacion de la
a

recta tangente a la gréfica, en el punto movil, y la representen en el gréafico, de modo que al animar el parametro se
mueva el punto junto con la recta tangente y se pueda “ver” cémo varia la forma del tridngulo formado. La
animacién les permite conjeturar y con lapiz y papel confirmar la conjetura o eventualmente rechazarla.

Es probable que la aprehension de la imagen, cuando uno de los catetos aumenta mucho y el otro disminuye,
lleve a formular una conjetura errénea, creyendo que el Optimo se obtiene para el triangulo isdsceles, pero la
basqueda de la justificacion con lapiz y papel, expresando el area en funcion de a, pondré en evidencia que todos
esos triangulos tienen area constante.




Con esta Ultima observacién también estamos formulando una conjetura, bajo el supuesto de que se presenta
aqui el obstaculo epistemoldgico de proponerse calcular el area de un triangulo rectangulo tal que la medida de uno
de sus catetos tiende a infinito y la del otro tiende a cero y, teniendo que calcular un producto que en el limite
presenta una forma indeterminada, no hay teorema que asegure un resultado finito o infinito.

Resulta auspicioso que el disefio de actividades como éstas abra interrogantes nuevos, y permita observar
coémo influyen las imagenes visuales en la formulacion de una conjetura que debe ser confirmada o cambiada por
medio de razonamientos.

Aspiramos a confirmar o modificar nuestro supuesto luego de poner en practica esta actividad y registrar las
respuestas de los estudiantes.

El problema original, presentado en el articulo citado, es el siguiente:

. 1 : -
Sea Q un punto de la funcién f(X) = — (en el primer cuadrante). Una recta tangente a la gréfica que pasa
X

por el punto Q forma (con los ejes coordenados) un tridngulo rectangulo. ;Cuales deben ser las coordenadas del
punto Q para que la longitud de la hipotenusa sea maxima o minima? (Arcavi, 2005- citado en Santos Trigo., 2007)

Esta version del problema presenta una variante en la formulacion de la pregunta ya que se sugiere la
presuncién de la existencia de uno o ambos (Maximo o minimo) y queda sujeta a la experiencia de ponerlos en
practica, la decision de cual es el orden pedagdgicamente mas conveniente para su presentacion a los alumnos. Las
figuras son las mismas y pueden aprovecharse para orientar ambos razonamientos, y continuar con el trabajo en el
papel.

Este tipo de problemas, no rutinarios, permite generar otras actividades colaterales y si se crea el habito de la
exploracién y la investigacion, los mismos alumnos pueden formular nuevas preguntas o introducir cambios en el
mismo problema agregando, por ejemplo, algin factor no nulo e intentar responder la pregunta... ;qué pasaria si...?

Resultados esperados. Conclusiones.

En la Institucion donde nos desempefiamos, la asignatura Analisis Matematico | integra los planes de estudio
de varias Carreras de Ingenieria y Licenciaturas de fuerte contenido cientifico tecnoldgico, y tiene su ubicacién en
los segundos cuatrimestres de cada afio.

En ciclos lectivos precedentes, hemos incorporado sucesivos cambios en la presentacién de la actividad
préctica, procurando disminuir progresivamente las actividades rutinarias de calculos automaticos (sin descuidarlas)
de modo de incrementar la presencia del respaldo tedrico en la justificacién de la practica y combinar el uso de
diversos registros de lenguaje para preguntar y para responder. Para estos cambios hemos apelado al soporte de guias
de trabajos préacticos impresas, accesibles en los centros de copiado o publicadas en la pagina Web de la asignatura.

Hasta ahora la incorporacion de recursos tecnoldgicos en el aula se ha visto limitada, entre otras razones,
porque los grupos de estudiantes suelen ser muy numerosos y se presentan dificultades para desplazarlos a las aulas
de informatica que tienen restringida su capacidad.

La posibilidad de que un nimero importante de estudiantes tenga acceso a disponer de netbook o notebook
propia y a la brevedad puedan concurrir a la Universidad llevando esa herramienta, nos ha planteado el desafio de
planificar actividades para implementar en el préximo curso como las que aqui deseamos compartir.

Pero el desafio es mucho mas amplio, el cambio de paradigma que supone combinar los métodos y
dispositivos tradicionales con la incorporacion de las nuevas herramientas, la adaptacién de y creacion de actividades
y contenidos para hacer confluir el uso de la computadora con la tiza y el pizarrén o el l&piz y el papel, y la
influencia que todo esto tiene en el ejercicio de la profesionalidad del docente, (Lagrange, 2009) nos conduce a

revisar nuestros roles y los de los alumnos: los docentes “no lo ensefiamos todo” ... pues los alumnos pueden
aprender por si mismos y tenemos que participar de la generacion de recursos didécticos nuevos, adecuados al huevo
paradigma.

Entendemos que el intercambio de experiencias entre pares que se produce en encuentros como éste, nos dara
la oportunidad de revisar las decisiones tomadas, adecuar el rumbo y estar dispuestos a empezar a recorrer nuevos
caminos.
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