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RESUMEN

En el Profesorado en Matematica de la Universidad Nacional de La Pampa, se trabaja la resolucion de
problemas, fundamental en la formacion inicial de los futuros docentes. Sin embargo, la bisqueda de soluciones
a partir de buenas aproximaciones esta ausente en los primeros afios de la carrera. Para mejorar este aspecto, se
realiza un trabajo entre las catedras Taller | y Calculo Numérico, con el fin de introducir a los estudiantes en el
estudio de métodos que contribuyan a la busqueda e interpretacion de la solucién de problemas. Se presenta una
experiencia aulica, en la que se proponen situaciones cuya resolucién pone de manifiesto la necesidad de
resolver ecuaciones o sistemas de ecuaciones utilizando métodos numéricos y la computadora como herramienta
de célculo.

INTRODUCION

A partir de un breve andlisis de la Historia de la Matemética puede afirmarse, que los problemas han
estimulado la investigacion y el progreso y conjeturar, sin temor a exagerar, que toda la Matematica ha sido
desarrollada en el proceso continuo y dindmico de formulacion y resolucion de problemas, ya sea surgidos de la
propia Matemdtica o de otras areas del conocimiento. [2,3]

En el ambito de la Educacibn Matemaética, se reconoce la importancia de una metodologia de la
Resolucién de Problemas como estrategia en la construccién del sentido de un conocimiento matematico y como
herramienta para desarrollar procesos de interaccion, de argumentacién, de modelizacién y de toma de
decisiones [4, 5, 6].

El rol de los problemas en el curriculum escolar, no es nuevo. En las sucesivas reformas del Sistema
Educativo se han sefialado la necesidad e importancia de la Resolucién de Problemas y, un breve analisis de la
Gltima version del disefio curricular de la Provincia de La Pampa [7], permite detectar su reconocimiento no sélo
como orientacion metodoldgica sino también como uno de los objetivos generales del ciclo bésico. En este
sentido, el mencionado documento propone, entre otros, los siguientes objetivos:

e Producir y analizar situaciones problematicas que permitan la construccién de modelos matematicos
para la interpretacién de la realidad.

e |dentificar, analizar y evaluar los componentes de una situacion problematica para anticipar su
solucién como resultado de la aplicacidn de relaciones matematicas.

e Confiar en las propias posibilidades para resolver problemas, formularse interrogantes, comparar las
producciones realizadas, su validacion y adecuaciéon a la situacion planteada, interpretando las
diferentes formas de presentar la informacién, pudiendo pasar de una representacion a otra.

Un trabajo matematico en el aula basado fundamentalmente en la Resolucién de Problemas, requiere de
profesionales docentes preparados para desarrollar ese tipo de metodologia, capaces no s6lo de proponer y
resolver un conjunto de problemas, sino también de interpretar y explotar la variedad de posibles resultados
obtenidos y fomentar la transferencia de los modelos mateméticos desarrollados en clase a otros contextos.

Sin embargo, no es sencillo llevar adelante este trabajo al frente de la clase, como sefiala Pozo [8], a veces
ejecutamos acciones que costaria mucho describir o definir. Esto sucede con la solucién de problemas, aunque
sepamos resolverlos no siempre somos concientes de los pasos que hemos dado por lo cual resulta muy dificil
ayudar a los alumnos a recorrer ese camino.

Acorde a las ideas planteadas, resulta fundamental que la resolucién de problemas atraviese toda la
formacidn inicial de los futuros profesores y, atendiendo a estos requerimientos, en la Universidad Nacional de
La Pampa (UNLPam), en el Plan de Estudios de la carrera Profesorado en Matematica, se incluye la asignatura
Taller | (Taller de Resolucion de Problemas) que toma la resolucion de problemas como objeto de ensefianza y
se dicta durante el segundo afio de cada ciclo lectivo.

Entre los objetivos del taller de resolucién de problemas se citan: fomentar el estudio de situaciones
particulares, elaborar conjeturas y generalizaciones, y buscar y producir modelos matematicos adecuados a
determinadas situaciones.

En los primeros afios de formacion de los estudiantes de profesorado, como también sucede en otras
carreras, la mayor parte de las situaciones planteadas se caracterizan por tener, generalmente, una tnica solucién
a la cual se arriba a través de la resolucion de alguna ecuacién por métodos directos y usando la calculadora. La
actividad de basqueda de soluciones a partir de buenas aproximaciones esta ausente y las actividades realizadas
parecen indicar que siempre es posible obtener soluciones exactas con métodos algebraicos.



Por lo expuesto, consideramos fundamental plantear situaciones que muestren claramente que en
numerosos problemas aparece la necesidad de resolver ecuaciones o sistemas de ecuaciones mediante la
utilizacion de métodos numéricos y la computadora como herramienta de calculo. Particularmente, se plantea el
uso del software educativo elaborado por la catedra de Calculo Numérico con la finalidad de fomentar la
inclusion de practicas mediadas por tecnologias.

En el afan de optimizar ese aspecto de la formacion inicial, se ha propuesto un trabajo conjunto de las
catedras Taller | y Calculo Numérico. Cabe sefialar que la asignatura Calculo Numérico, en la cual se trabaja con
soluciones aproximadas, recién se cursa en el tercer afio del Plan de Estudios de la carrera antes mencionada.

DESARROLLO

Los siguientes problemas forman parte de un conjunto de actividades pensadas con el objetivo de
introducir a los estudiantes en el estudio de métodos numéricos que contribuyan a la blsqueda e interpretacion
de la solucion de problemas. Dichas situaciones, como la mayoria de las presentados en el taller, se plantean sin
un contexto especifico de contenido, por lo cual su resolucién descarta respuestas asociadas al contrato didactico
y, muestra claramente la existencia de numerosos problemas en los cuales aparece la necesidad de resolver
ecuaciones o sistemas de ecuaciones mediante la utilizacién de métodos numéricos y la computadora como
herramienta de calculo.

Los siguientes problemas se presentaron a 12 estudiantes que se hallaban cursando el segundo afio de la
carrera Profesorado en Matematica en la UNLPam.

Problema 1

Ana utilizard una cadena de siete eslabones de oro para pagar su estadia en un hotel, como se muestra en
la Figura 1. Para ello deberd desmontarla y entregar por cada dia de alojamiento un eslabon. Puesto que planea
recuperarla cuando reciba dinero en efectivo, piensa en cortar la menor cantidad de eslabones. ;Cuantos cortes
debera hacer el joyero?
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Figura 1. Cadena de siete eslabones de oro

Solucion

Este problema admite variadas soluciones, si dejamos de lado la condicién de minimizar la cantidad de
cortes, puesto que haciendo 7 cortes se obtienen los 7 eslabones sueltos necesarios para efectuar el pago de los 7
dias de estadia. Sin embargo, cortando el segundo, cuarto y sexto eslabén, también obtenemos 7 trozos sueltos,
es decir que con tres cortes se soluciona el problema, como se muestra en la Figura 2.
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Figura 2. Cadena de oro con tres cortes

Otra posible solucion es:

Si el primer dia entrego un eslabén, para pagar el segundo podria entregar dos eslabones y obtener como
vuelto el pago del primer dia. Con lo cual, ya no necesito otro eslabdn suelto sino un par de eslabones.

Para pagar el tercer dia podré volver a entregar el eslab6n recibido el dia anterior.

Para pagar el cuarto dia, puesto que el hotelero tiene tres eslabones en su poder, podremos entregar una
cadena de cuatro y obtener tres eslabones como vuelto.

Y asi siguiendo, se puede pagar toda la semana de estadia en el hotel. Es inmediato que las cadenas
mencionadas pueden obtenerse con un Unico corte en el tercer eslabon (ver Figura 3).
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Figura 3. Cadenas de dos y cuatro eslabones, con un eslabon suelto

Las preguntas formuladas en el marco del Taller de Resolucidn de Problemas, en funcion del andlisis
usual de situaciones, son

¢Puede este problema generalizarse? Es mas, ¢Podriamos hallar un modelo de este problema que nos
permita determinar cuantos cortes hacer para utilizar las cadenas como medio de pago durante cualquier
numero de dias de estadia en el hotel?

Los estudiantes, en el trabajo de taller, estan habituados a producir generalizaciones y comienzan
utilizando estrategias como considerar casos particulares, modificar las condiciones, estudiar posibles
configuraciones simétricas, entre otras. Surgieron los siguientes comentarios:

- Si fueran 8 dias y eslabones,;como hacemos el corte?



- Van a ser potencias de 2, porque con 1, 2, 4, 8, ... podemos ir formando todos los numeros.
- O sea que para 16 necesitamos tres cortes!
Luego de intentar varias veces, observaron que es mas facil determinar la cantidad de dias a partir de la
cantidad de cortes y no a la inversa.
Si se realizan 2 cortes, ya no sera necesario dejar un trozo de 2 eslabones unidos puesto que el segundo
dia se puede abonar con el segundo eslabon cortado. Es decir que el trozo méas pequefio que se deje entero sera
de tres eslabones. Razonando como en el caso visto, tenemos la situacion que se muestra en la Figura 4:

Figura 4. Cadena con dos cortes

Con 2 cortes, se podran pagar uno a uno hasta 23 dias con 23 eslabones.

Si se tienen 3 cortes, habra cuatro trozos de cadena. Ya se tiene el pago para los dias 1, 2 y 3, se
necesitara ahora una cadena de 4 eslabones para el cuarto dia (obteniendo como vuelto los ya entregados), la
siguiente cadena necesaria es la de 8 eslabones, luego la de 16 y finalmente la de 32 eslabones. Con lo cual se
pueden abonar 63 dias de alojamiento con 63 eslabones y de igual forma para otras longitudes de cadenas y
nimero de cortes (ver Tabla 1).

Nro. de trozos de Extension de los Largo total de
Nro. de cortes
cadena trozos de cadena cadena entera
3 4 4,8,16, 32 63
4 5 5, 10, 20, 40, 80 159
5 6 6, 12, 24, 48, 96, 192 383

Tabla 1. Resultados obtenidos a partir del nmero de cortes realizados

De esta manera, se obtiene naturalmente una generalizacion. La formulacion coloquial del problema
propone numerosas cuestiones que surgen de manera inmediata en el aula.

1) ¢De cuantos eslabones sera la cadena para poder utilizarla como medio de pago dia a dia, efectuando
n cortes?

2) ¢Cuantos cortes deben realizarse para abonar dia a dia una estadia de d dias?

La primera de las preguntas puede responderse sin inconvenientes, puesto que la funcién que vincula el
namero de cortes con el nimero de eslabones (o dias) surge de generalizar la aritmética utilizada en la resolucién
del problema inicial esto es:

d=f(n)=n+>2(n+1)=(n+1)-2" -1

Resulta evidente que a partir del nimero de cortes se puede obtener la longitud de la cadena (nimero de
dias de alojamiento); sin embargo, la segunda cuestion no parece tan sencilla.
La pregunta podria re formularse de la siguiente manera: Si

d=(n+1)-2"" -1
¢es posible determinar una expresion para n en funcién de d?

Ante la imposibilidad de resolver una ecuacion de esta naturaleza, se hace evidente la necesidad de contar
con otros métodos de resolucion y se pone de manifiesto la utilidad de estudiarlos. Esto es, si bien los estudiantes
han llegado a plantear el modelo matematico de la situacidon para poder responder a la primera pregunta, se
encuentran sin herramientas de célculo para hallar una expresion para n en funcién de d. Este es un problema
tipico que es utilizado, a posteriori, para introducir a los estudiantes en el estudio de métodos numéricos con el
uso de la computadora.

Se les habla sobre la existencia de problemas que no se pueden resolver analiticamente, o bien obtener su
solucién analitica no es una tarea simple de realizar. Se debe recurrir entonces, a los métodos numéricos que
permiten resolver problemas cientificos y tecnolégicos. Se les explica que podran plantear la solucion de estos
problemas cuando cursen Calculo Numérico, asignatura del tercer afio del Profesorado en Matematica.

Se trabaja, entonces, conjuntamente con los Profesores de esta asignatura, aportandoles este tipo de
situaciones que de alguna manera, han quedado sin respuesta durante el cursado de Taller I.

Durante el desarrollo de Célculo Numérico [1], los estudiantes retoman el estudio del problema 1 dado en
Taller I. Se les explica como pueden obtener una solucidn analitica para este problema en particular, utilizando,
por ejemplo, el paquete MatLab, y a partir de ella, lograr los resultados numéricos deseados.

Solucién analitica (con MatLab)



>> solve('(x+1)*27(x+1)-1 =d")
ans = (-log(2)+lambertw(log(2)*(1+d)))/log(2)
siendo LAMBERTW Lambert's W function

W = LAMBERTW(X) is the solution to w*exp(w) = X.

Por ejemplo, numéricamente, se obtiene:

>> d=63;

>> numeric((-log(2)+lambertw(log(2)*(1+d)))/log(2))
ans=3

>> d=159;

>> numeric((-log(2)+lambertw(log(2)*(1+d)))/log(2))
ans=4

>> d=23,;

>> numeric((-log(2)+lambertw(log(2)*(1+d)))/log(2))
ans =2

>> d=7;

>> numeric((-log(2)+lambertw(log(2)*(1+d)))/log(2))
ans=1

Se les dice que si solo fuese de interés la respuesta n

[» Calculo de raices » Newton-Raphson]

umérica, pueden utilizar el software educativo
desarrollado por el grupo de investigacion de Calculo Numérico®, el cual ya ha sido probado por ellos con
numerosos ejemplos. Para este caso particular, ingresan la funcio
gréafica en el intervalo [1, 4] (ver Figura 5), y luego se aplica el método de Newton-Raphson para obtener la
solucion (ver Figura 6). Se continuaria de manera analoga, dand
representa el nimero de cortes n). En este caso, aplican este método iterativo, pero podrian usar cualquiera de los
métodos que estan incluidos en este software para resolver numéricamente ecuaciones no lineales.

n (x+1)*27(x+1)-1-63 para que sea analizada su

o0 los distintos valores de d para obtener x (que

Método de la Newfon-Raphson

[Ayuda] [Mapa del sitio]

. ) FOD = (x 1)=27(x 1)-1-63
Funcion: f(x) = (x+1)*2"~(x+1)-1-63 [Cambiarla | 1%
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Mostar solucién grafica:

[4plicar el método]

Figura 5. Captura de pantalla donde se muestran los datos iniciales

! Disponible en: http:/online2.exactas.unlpam.edu.ar/numerico/



http://online2.exactas.unlpam.edu.ar/numerico/
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La cantidad de iteraciones necesarias son: 6

Figura 6. Captura de pantalla donde se muestran la solucidén grafica y numérica

Otro problema, también dado en Taller I, que los alumnos resolvieron durante el cursado de Célculo
Numérico es el siguiente.

Problema 2
Consideremos el problema de hallar la porcién de una esfera de radio r que queda sumergida al meter la
esfera en agua (ver Figura 7).

Figura 7. Esfera de radio r =10 sumergida
hasta una altura d.

Solucion

Dado el tipo de problema, la primera aproximacion a su resolucion es muy concreta y las consideraciones
iniciales tienen que ver con la posibilidad de contar con esferas de distintos materiales.
Surgen asi observaciones del tipo:

“no es lo mismo una esfera de telgopor que una de plomo” 0

“este problema tiene sentido para algunas esferas, si es muy pesada se hunde totalmente” 0

“depende del tamario, si es muy grande se hunde poquito”

A raiz de los distintos comentarios se investiga acerca de las sustancias con las que se podria construir
una esfera como la del problema y se concentra la atencion en la idea de densidad de un cuerpo.
Finalmente, puesto que se dispone de una tabla de densidades de distintas sustancias se decide resolver en
particular para una esfera construida en madera de pino cuya densidad varia entre 0.5 gr/cm® y 0.8 gr/cm®
(tomamos el valor particular p = 0.638 gr/cm®) y considerando un mismo tamafio para poder comparar
resultados.

La investigacion del problema requirié del aporte de algunos estudiantes de Fisica para recordar el
principio por el cual algunos cuerpos flotan y poder plantear una relacion.

El principio de Arquimedes indica que para que la esfera flote en el agua, el peso del volumen de agua
desplazado debe se igual al peso total de la esfera.



Puesto que en iguales condiciones el peso depende exclusivamente de la masa, y ésta del volumen y la
densidad conocida, el problema se reduce a poder calcular cual es el volumen de agua que desaloja la parte
sumergida de la esfera.

La masa M, de agua ( p = 1 gr/cm®) desplazada cuando la esfera se sumerge es

M, = Ldﬁ[rz —(x—r)z]dx:—”dz(gr_d)

y la masa de la esfera completa es M, = i;; rd p-
3

En este punto, algunos estudiantes observan que resulta mas practico seguir trabajando con la variable p
en lugar del valor numérico de la densidad, otros prefieren hacer uso de la ventaja de haber tomado un radio 10
para reducir las cifras decimales de p.

En el caso general, aplicando el principio de Arquimedes M, = M, se obtiene la siguiente ecuacion a
resolver

3 2 3 2 3
Az r’p :;rd (3r—d) - 7r(4r p—3rd° +d )
3 3 3
Y reemplazando por r = 10 resulta

(d® —30d? +4000p) = 0.

=0

La primera cuestion, para los que conservaron la densidad como un parametro, es analizar su posicién
como incognita. ¢Para qué valor de la densidad la esfera se hunde hasta 1/3 de su diametro?, ¢y hasta la
mitad?

Las respuestas se obtienen sencillamente reemplazando d por el correspondiente valor y despejando p.

A través de las tablas de densidad, se sefialan como posibles materiales al corcho y a la madera de pino,
respectivamente.

Si la incognita es d como indica inicialmente el problema, al reemplazar la densidad por el dato 0.638
gr/cm?® la solucién no es tan simple, puesto que requiere resolver una ecuacién de grado 3 para lo cual los
estudiantes no disponen de una técnica algebraica adecuada

(d®—30d? +2552) = 0.

Es aqui donde se ve la utilidad de contar con métodos numéricos y con un software adecuado a la
problemética a resolver Para hallar la solucién de esta ecuacidn utilizando el software desarrollado por el grupo
de investigacion de Célculo Numérico, se decide aplicar, en este caso, el método de la secante con los valores
iniciales que se indican en la Figura 8.

i

Calculo Método de la Secante

mérico
BETA [Ayuda] [Mapa del sitia]
MCalculo de raices]
Funcidn: [xe-30me2+2552 | [ayuda]
tntervalo: [0, 55}

Error: |05 |

Iteraciones: [10 |

Mostar solucién grafica:

[aplicar el método] [actualizar grafica]

José Mariano Vallejo (1779-1846)

#

Figura 8. Captura de pantalla donde se muestran los parametros iniciales del método de la secante

Antes de aplicar el método se grafica la funcién con diferentes intervalos de andlisis, obteniéndose la
figura 9. Alli se verifica que las tres raices estan proximas a los siguientes valores -8, 12 y 26. Dado que el
didmetro de la esfera es de 20 cm y considerando que estamos buscando la cantidad de cm que debe hundirse la



esfera, descartamos rapidamente el valor -8, por ser negativo, y 26, por superar ampliamente al diametro de la
esfera. Asi, podemos afirmar que el valor buscado estara cercano a 12.
Con un intervalo de andlisis inicial de [-10, 13] que contiene esta raiz aplicamos el método de la secante.

Fx) = x"3-30%x"2 2552

3000

=100 48,0 -6.0 4.0 -2.0 0[0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 124 14.0 16,0 18,0 20,0 22,0 24.0 26.0 28,0 30,0
L x

=500 T

1000 |

-1500 =

Figura 9. Captura de pantalla de la gréafica de la funcion dada inicialmente

Luego de seleccionar la opcidn Aplicar el método (ver figura 8), obtenemos los valores de la figura 10.
- \%
e . b SR R ) fley 5| -

3 10 11.86234 11.86152 552 024202 -0.00566 0.00082
x"3=30mx"2+2552

| -

P L L L L L L L L i
0.0 10.2 104 10.6 108 11.0 11.2 11.4 11.6 11.8

-200 |

300

La raiz de la ecuacidn es : 11.861521044454
El valor de la funcion en la raiz es: -0.0056578067765258
% La cantidad de iteraciones necesarias son: 3

Figura 10. Captura de pantalla de los resultados obtenidos aplicando el método de la secante



CONCLUSIONES

La actividad resuelta por los estudiantes da cuenta de un proceso de reflexion y analisis que supera la
mera resolucién de ejercicios. La investigacién desarrollada en torno a la resoluciéon de problemas abarca
aspectos variados, requiere toma de decisiones y el uso del software cobra sentido ante la necesidad de producir
un mejor resultado con economia de tiempo y esfuerzo.

La combinacion de los contenidos desarrollados en Taller I, en torno a la resolucién de problemas, con el
uso de métodos numéricos y la computadora como herramienta de calculo, desarrollados en Calculo Numeérico,
provoco en los estudiantes una mayor motivacion lo cual se tradujo en una mayor participacion y mejor
asimilacion de los contenidos curriculares involucrados. Se mostraron comprometidos al momento de encontrar
el modelo matematico que resolviera el problema planteado para analizar si podian resolverlo con los métodos
tradicionales o aplicar los métodos numéricos.

Creemos que esta introduccidn al uso de métodos numéricos a través de la resolucion de problemas es una
buena alternativa para iniciar a los estudiantes en dicho estudio; sin embargo, resulta fundamental una adecuada
integracién curricular, es decir, un entorno educativo disefiado conjuntamente por los docentes de ambas
catedras.

Consideramos que este tipo de actividades y trabajos compartidos entre diferentes asignaturas, ademas de
contribuir a superar la fragmentacion habitual del conocimiento tratado en diferentes espacios curriculares,
brinda a los estudiantes la posibilidad de aproximarse al quehacer matematico, de investigar, conjeturar, buscar
validaciones y usar herramientas especificas.
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