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Resumen 

       Leonhard Euler ha sido uno de los matemáticos más geniales de todos los tiempos; su obra es espléndida no 

solo por su abrumador volumen sino principalmente por su calidad; tenía un sello propio de inventiva y 

creatividad sorprendentes, recorría caminos nunca antes explorados y percibía relaciones insospechadas.    

Desarrolló su obra en el S XVIII, época de esplendor de las ciencias y en especial de las matemáticas, en la que 

se destacaron otras figuras célebres como Leibniz; Newton; Johann y Jakob Bernoulli; Laplace; D’Alembert y 

Lagrange. De su vastísima obra, en esta presentación nos detendremos en los logaritmos de números negativos; 

iremos recorriendo a través de la Historia de las Matemáticas los vaivenes de su desarrollo, los aportes y 

opiniones encontradas de renombrados matemáticos y de cómo Euler en un “salto” de genialidad descubre la 

solución. 

Breve contexto histórico 

Leonhard Euler nació en Basilea, Suiza, en 1707; desde pequeño mostró un talento excepcional para las 

ciencias y en especial para las matemáticas. Estudió en la Universidad de Basilea, bajo la guía y tutela del 

afamado matemático Johann Bernoulli, quien pronto reconoció sus formidables dotes intelectuales; el propio 

Euler escribió: 

“Pronto tuve la oportunidad de ser presentado al famoso profesor Johann Bernoulli. Estaba realmente muy 

ocupado y así rehusó de plano darme lecciones particulares, pero me dio en cambio consejos mucho más 

valiosos para comenzar a leer por mi propia cuenta… Si me encontraba con algún obstáculo o dificultad tenía 

permiso para visitarle con plena libertad todos los sábados por la tarde.” 

 

A los 20 años Leonhard ya había culminado sus estudios y se presentó para ocupar la plaza de Física en 

la Universidad de Basilea
1
, pero no fue aceptado por ser muy joven. Para entonces ya tenía el ofrecimiento de 

incorporarse a la recientemente creada Academia de Ciencias de San Petersburgo (Rusia), a través de sus amigos 

Daniel y Nikolaus Bernoulli - hijos de Johann- que eran profesores en esa Institución. Aceptó esa propuesta y se 

dirigió allí, donde permaneció por 14 años (1727 – 1741), ocupando las cátedras de Física y Matemática. Desde 

su llegada a San Petersburgo, Euler inició su producción científica a un ritmo vertiginoso, que mantuvo por toda 

su vida
2
; dedicándose no solamente a las matemáticas, sino también a otras ciencias como Física, Óptica, 

Hidráulica, Mecánica, Topología, Cartografía, Arquitectura y Artillería, Astronomía y Naútica
3
. Su producción 

matemática ha sido vasta no solamente en volumen, sino porque trabajó prácticamente con todos los temas 

matemáticos del momento: Teoría de Números, Algebra, Teoría de Grafos, Cálculo Variacional, Números 

Complejos, Variable Compleja, Cálculo Diferencial e Integral, Ecuaciones Diferenciales, entre otros. Apenas 

llegado a San Petersburgo, Euler entabló una entrañable amistad con otro profesor de la Academia que compartía 

su pasión por la Teoría de Números y las Series infinitas, Christian Goldbach, con quien se mantuvo en contacto 

a través de correspondencias por más de tres décadas; las numerosas cartas entre Euler y Goldbach revisten un 

alto valor científico, pues en ellas constan desarrollos inéditos y era el medio por el cual los amigos y colegas 

ponían a consideración del otro sus trabajos.  

En 1741 Euler deja San Petersburgo y se dirigió a la prestigiosa Academia de Berlín (creada en 1700); allí 

además de desempeñarse como profesor, trabajó y coordinó varias obras por encargo del Rey Federico II de 

Prusia. Durante los años que estuvo en Berlín siguió fuertemente vinculado a la Academia de San Petersburgo y 

permanentemente envió trabajos para ser publicados en la revista de la Academia.
4
 

Su excepcional visión  acerca de los logaritmos 

Durante los 25 años que estuvo en la Academia de Berlín (1741 – 1766) su ritmo de producción se 

mantuvo tan vertiginoso como en los años anteriores y es de este período que datan sus principales aportes al 

estudio de los logaritmos, los números imaginarios, el cálculo en variable compleja, las identidades entre 

funciones exponenciales y trigonométricas,…… y la lista sigue; pero nos vamos a detener en los logaritmos.         

                                                           
1 Para esta ocasión escribió: “Dissertatio physica de sono” (1727), documento en el cual expone resultados de su 

investigación acerca de la naturaleza y propagación del sonido. 
2 A partir de los 20 años y hasta su muerte a los 76 años, en promedio, escribió 800 páginas por año. 
3Actualmente están catalogados 866 trabajos y sus producciones matemáticas constituyen poco más de la mitad de este 

volumen. 
4 Durante los 25 años que estuvo en Berlín envió a San Petersburgo más de un centenar de trabajos, aproximadamente el 

mismo volumen que publicó en Berlín. 
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Desde hacía varios años se venían planteando en la comunidad matemática opiniones encontradas sobre la 

existencia de los logaritmos de números negativos y las figuras principales de este debate – en clara oposición – 

eran nada menos que Johann Bernoulli y Gottfried Leibniz; las cartas que intercambiaron estos matemáticos al 

respecto, datan de los años 1712 – 1713; pero transcurrieron casi cuatro décadas hasta que llegó la solución al 

dilema, nuevamente de la mano de Leonhard Euler, que lo resolvió en 1747, pero presentó sus resultados recién 

en 1749 - un año después de la muerte de su maestro y tutor -  los cuales se publicaron en 1751 en la obra 

titulada “De la controverse entre Mrs. Leibnitz & Bernoulli sur les logarithmes des nombres nagatifs et 

imaginaires”; los dos años transcurridos entre el hallazgo de la solución y su presentación, se estima que se 

debió al respeto y amistad que lo unía a Johann Bernoulli; ya que como veremos, Euler demostró que algunas de 

las suposiciones de su maestro no eran correctas. Vamos a comentar brevemente cuáles eran las posturas y 

argumentos de Bernoulli y Leibniz. 

Bernoulli afirmaba que log(+x) = log(-x); es decir el logaritmo de un número negativo era idéntico al 

logaritmo del positivo y ambos eran reales. Una de las cuestiones en que basaba su afirmación era la igualdad de 

las diferenciales, de las cuales concluía la igualdad de los logaritmos. 
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A su entender, las curvas que representaban ambas funciones eran simétricas respecto del eje y. Partiendo de: 

log(-x)
2
 = 2 log(-x) y por otra parte log(-x)

2
 = log(x

2
) = 2 log(x); resulta que 2 log(-x) = 2 log(x) y entonces, 

log(x) = log(-x); este fue otro de los argumentos de Bernoulli para defender su posición. 

 Por su parte Leibniz afirmaba que los logaritmos de números negativos eran “imposibles”, porque de 

existir deberían ser imaginarios, planteando que log(-x) = log(x) + log(-1) y log(-1) no era posible, ya que de 

existir, su mitad sería el log(-1), lo cual consideraba imposible. Por otra parte, respondía a Bernoulli diciendo 

que la igualdad de diferenciales que planteaba: d log(x) = d log(-x), no tenía sentido pues la regla para la 

diferencial del logaritmo solamente era válida para x > 0. También hizo notar que de ser verdadera la afirmación 

de Bernoulli, log(+1) = log(-1) = 0; además log(-1) = 2 log(-1) = 0; resultaría así que un número “imposible” 

como -1 tendría un logaritmo real.    

 Varios años después de estar instalada esta discusión, apareció en escena Euler, que comenzó a 

intercambiar opiniones sobre el tema con Johann Bernoulli. La actitud de Euler siempre fue de mucho respeto 

por sus colegas, buscaba la manera de resaltar la honestidad intelectual de aquellos, reforzaba los argumentos 

con los cuales coincidía y mostraba los errores y descuidos de sus colegas con mucho tacto; esta generosidad de 

Leonhard fue reconocida en su época y enalteció aún más su figura. Así, Euler destacó los argumentos tanto de 

Leibniz como de Bernoulli con los cuales coincidía, a la vez que planteó los propios – aportando una visión 

completamente novedosa y original - colocando cada pieza de este rompecabezas en la posición correcta, lo que 

permitió resolver el dilema. Euler reafirmó varios de los argumentos de su maestro; así consideró correcta la 

igualdad de las diferenciales, pero mostró que de éstas no se debía concluir la igualdad de las funciones y 

planteó: d log(ax) = dx/x = d log(x); dejando ver que sus diferenciales son idénticas a pesar que ambas funciones 

difieren en una constante. Continuó Euler del lado de Bernoulli, cuando refutó la objeción hecha por Leibniz 

respecto a que la igualdad de diferenciales solamente era válida para x > 0; en palabras del propio Euler:  

“…. Esta objeción es no solo extremadamente débil, puesto que no la sustenta ninguna razón válida, sino que 

echaría por tierra todo el cálculo diferencial  de logaritmos. Puesto que dicho cálculo versa sobre cantidades 

variables…..sea cual fuere el valor que se le de a x, sea positivo o negativo, o incluso imaginario,…..pues la 

validez del cálculo diferencial se asienta en la generalidad de las reglas que lo constituyen”
5
. 

 

Con este párrafo Euler dejó traslucir su posición acerca de la existencia de los logaritmos no solo de los números 

negativos sino también de los imaginarios, colocándolos por primera vez en escena. 

Pero Euler también tuvo puntos en coincidencia con Leibniz; al igual que él sostuvo que log(+1) y log (-1) no 

podían ser iguales, para demostrarlo utilizó el desarrollo en serie de    log (1+x) - que ya lo había demostrado en 

el Capítulo 7 de su obra “Introductio in Analysin Infinitorum”, Tomo 1, 

(1748): ..........
432

)1log(
432


xxx

xx  

Al asignarle a la variable el valor 0, se obtuvo log(1) = 0; pero al asignarle el valor -2, llegó a log(-1) = - 2 – 2 – 

8/3 – 4 – 32/5 - …….; expresión que claramente es diferente de 0. Otra alternativa que planteó, para demostrar 

esta cuestión, fue partir de y = log(x), entonces  x = e
y
 (siendo e = 2,718281828459), y al desarrollar en serie la 

exponencial: 

.........
4.3.2.13.2.12.1

1
432


yyy

yex y  

Así para probar que log(1) = 0, se debe asignar a “y” el valor 0 y a “x” el valor 1,  con lo cual resulta de la serie 

1 = 1; pero para probar que log(-1) también es cero, debe asignársele a x e y los valores -1 y 0, respectivamente, 

                                                           
5“ De la controverse entre Mrs. Leibnitz & Bernoulli sur les logarithmes des nombres nagatifs et imaginaires” 
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resultando de la serie -1 = 1; resultado claramente erróneo, con el cual Euler confirma que log(-1) no es cero. A 

estas alturas, había mostrado las debilidades y fortalezas en las posturas de Bernoulli y Leibniz y había planteado 

la extensión de los logaritmos a los negativos (e imaginarios), pero no se detuvo aquí y da un “salto” 

sorprendente e inesperado, cuando afirma que el logaritmo de un número no es único, sino que cada número 

posee una infinidad de logaritmos, con valores diferentes; lo enuncia mediante un Teorema y ¡lo demuestra!!; 

la manera en que lo hace es genial; veámoslo resumidamente. Del desarrollo del binomio (1+1/n)
n
 : 
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Euler asumió que “n” es un número infinito y por lo tanto aproximó la expresión 

así: 597182818284,2.............
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Al evaluar el binomio (1+y/n)n, donde “y” es un número finito y “n” un número infinito, con la sustitución M = 

n/y, resulta M también infinito: 
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Al ser y = log (x), entonces x = e

y
, igualando x con el lado izquierdo de la expresión anterior, resulta: 

)1( /1  nxny

 
y en palabras del propio Euler:  

“… como es cosa segura que x
1/2

 posee dos valores, x
1/3

 tres, x
1/4

 cuatro, y así sucesivamente, será igualmente 

seguro que x
1/n

 posee una infinidad de valores, puesto que n es un número infinito……por lo que el número x 

deberá tener una infinidad de logaritmos”. 

 

Euler logró demostrar así que a cada número le corresponden infinidad de logaritmos y además se 

propuso encontrar una expresión general para los logaritmos de un número positivo y planteó: log(a) = log(a. 1) 

= A +  log (1), siendo A el valor del logaritmo real del número; de esta manera bastaría con encontrar los 

logaritmos de 1, para hallar los logaritmos de cualquier número positivo. A estos efectos planteó: 

)4(1 xe
n

y y
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y observó que al asignar en la expresión anterior el valor 0 a “y”, resulta x = 1, de manera que y = 0 es uno de los 

valores que satisface dicha igualdad, demostrando una vez más que cero es el valor real del log(1), pero aún 

faltaban hallar las raíces imaginarias de la ecuación (4) y a estos efectos recurrió a la factorización de una 

expresión del tipo p
n
- q

n
, en factores cuadráticos de la forma: p

2
 – 2pq cos(2k/n) + q

2
 (donde k es un entero); lo 

cual ya había demostrado en su obra “Introductio”; así al plantear la ecuación p
2
 – 2pq cos(2k/n) + q

2
 = 0 y 

resolverla, se obtienen las raíces de p
n
- q

n
: 
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Para buscar los valores de log(1), de la expresión (3) resulta: 011 
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De manera que al sustituir p = (1+y/n); q = 1 en la expresión (5): 
n
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al ser n un número infinito, resulta:  
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 y finalmente:  

)1log(21  ky

 
De esta manera Euler demostró que log(1) tienen un único valor real – el cero – e infinidad de valores 

imaginarios, todos distintos, que difieren en una constante. 
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Para hallar los logaritmos de números negativos, bastaría con encontrar los valores de    log(-1), ya que log(-a) = 

A + log(-1), siendo A un número real,  así la expresión (4) resulta: 011 
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Para resolver la ecuación anterior Euler propuso la factorización de expresiones del tipo p
n 

+ q
n
 en factores 

cuadráticos de la forma
6
: p

2
 – 2pq cos((2k-1)/n) + q

2
, cuyas raíces son: 
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Con la sustitución p = (1+y/n); q = 1 y n un número infinito, resulta:
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con lo que demostró que al número (-1) le corresponden infinidad logaritmos (imaginarios), todos distintos al 

diferir entre sí en una constante. 

Al haber encontrado los logaritmos de +1 y -1, quedan resueltos los logaritmos de todos los números 

reales. A estas alturas ya estamos convencidos de que a cada número positivo ó negativo le corresponden 

infinidad de logaritmos, solamente uno de los cuales es un valor real - para el caso de los positivos -, los demás 

son imaginarios y aquí no podemos dejar de reivindicar a Leibniz, que había intuido esta cuestión. Pero 

volvamos un momento sobre la igualdad que planteó Bernoulli: log(-1)2 = log(+1) = 2 log(-1) a la luz de los 

resultados de Euler; se observa que para cualquier entero k, los valores del log(-1) resultan múltiplos impares de 

, que al duplicarlos resultan en múltiplos pares, los cuales van a coincidir con algunos de los valores de log(+1), 

pues éstos últimos son todos múltiplos pares de ; reivindicando así a Bernoulli.  

Así Euler resolvió la cuestión de los logaritmos de números negativos, mediante su genial percepción de 

la existencia de infinidad de valores diferentes, así como de la coexistencia de logaritmos reales e imaginarios 

para un mismo número; pero no se detuvo aquí, como podemos apreciar en los desarrollos precedentes aparece 

en varias oportunidades (-1), o sea la unidad imaginaria
7
, de manera que a título seguido Euler se dió a la tarea 

de encontrar los logaritmos de los números imaginarios, pero sobre ellos conversaremos en otra ocasión. 

 

Volviendo sobre algunos pasos 

Anteriormente en esta presentación dijimos que Euler había demostrado en el Capítulo 7 de su 

“Introductio” (1748) la representación en serie: 

..........
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y a partir de allí, trabajó para resolver los logaritmos de números negativos. Pero veamos cómo llegó a este 

desarrollo y cómo determinó la base de los logaritmos  naturales. 

En el Capítulo 6 de “Introductio”, trata sobre exponentes y logaritmos y como ejemplo, desarrolla una tabla de 

valores para logaritmos en base 10. Luego en el Capítulo 7, trata sobre la representación en serie de logaritmos y 

exponenciales; utilizando infinitésimos e infinitos, a los que llama números infinitesimales e infinitos, 

respectivamente. Hagamos aquí un paréntesis para volver sobre el manejo un tanto deliberado que hacía Euler 

sobre cuestiones que actualmente revisten un carácter analítico riguroso; los criterios de rigor de aquellas épocas, 

no eran los mismos de hoy en día; y además no podemos dejar de lado la forma intuitiva que tenía el genial Euler 

para trabajar; muchas veces más preocupado por utilizar y desarrollar nuevos conceptos, que por la justificación 

estricta de los mismos. Así en sus trabajos utilizó en varias ocasiones cantidades infinitas e infinitesimales, sin 

definirlas de manera exhaustiva. 

En el Capítulo 7 de “Introductio”, Euler planteó que siendo a un número positivo y ω una cantidad infinitesimal: 

a 
ω
 = 1+kω , entonces: ω = log (1+kω) ; donde k es una constante que depende de a. 

Como ejemplo propuso a = 10 y ω = 1/106; y obtuvo k = 2,30258. Luego definió como z a una cantidad finita y 

planteó que i = z / ω sería entonces una cantidad infinitamente grande
8
. Con lo cual resulta:  
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6 También esto lo había demostrado en su obra “Introductio in Analysin Infinitorum” (1740) 
7
 En esta presentación se ha mantenido la nomenclatura “-1” utilizada en la obra “De la controverse entre Mrs Leibnitz & 

Bernoulli…….” 

 
8
 En este trabajo Euler llamó “i” a una cantidad infinita, aún no había utilizado esta nomenclatura para la unidad imaginaria 
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Ahora con la sustitución ω = z / i :  
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Al ser i infinitamente grande: 
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Tomando z = 1, encontró una relación entre la base del logaritmo y la constante k. 
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Y a partir de esta expresión corroboró que al ser k = 2,30258 el valor de la suma se aproxima a 10, como ya lo 

había mostrado con anterioridad. Seguidamente trabajó en la búsqueda de una serie infinita para representar los 

logaritmos: 
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Del desarrollo del binomio del lado derecho de la última expresión resulta: 
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El desarrollo anterior también es válido para valores de x negativos: 
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Y Euler encontró así una expresión  para el valor de la constante k en función de la base a; con la cual 

nuevamente determinó (por tercera vez) que para a = 10, el valor de k se aproxima a 2,30258. Así ha recorrido el 

camino de ida y vuelta, encontrando expresiones que permiten hallar k conociendo la base y determinar cuál es 

el valor de la base que corresponde a cierta constante k. Así en la expresión: 

.......
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Asignó a k el valor 1 y obtuvo:  
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Valor que aproximó con 23 decimales: a = 2,71828182845904523536028; y al cual designó con la letra e; a los 

logaritmos con esta base los denominó Naturales o Hiperbólicos. 

 

A modo de conclusión 

Leonhard Euler ha sido el matemático más prolífico de todos los tiempos, actualmente están catalogadas 

866 obras; sin embargo, no es la cantidad la característica más destacable, sino su excepcional calidad; en esta 

vastísima producción no hay repeticiones, todas sus obras tienen el sello inconfundible de su autor: genialidad, 

creatividad y una visión única, que le permitió ir más lejos, ver más allá, ampliar permanentemente las fronteras 

y conquistar nuevas tierras para las matemáticas; y si a esto le sumamos el respeto que Euler mostró por sus 

colegas y amigos, podemos comprender porqué fue reconocido por ellos como uno de los máximos referentes de 

la disciplina; así es que un matemático de la talla de Pierre Simon Laplace escribió a finales del S XVIII: 

“Leed a Euler, leed a Euler; él es el maestro de todos nosotros.” 

El lugar de privilegio que supo ganarse, se mantuvo por casi 300 años y sigue totalmente vigente hoy; 

porque los aportes que hizo fueron de magnitudes excepcionales; trabajó en prácticamente todos los temas 

matemáticos de su época: Cálculo Diferencial, Series Infinitas, Teoría de Números, Números Complejos, 

Funciones, Variable Compleja, Geometría, Algebra, Ecuaciones Algebraicas, Ecuaciones Diferenciales, entre 

otros. De igual manera está presente Euler en la simbología y nomenclatura que a diario utilizamos quienes 

estudiamos matemáticas, a él le debemos la notación f(x) para las funciones, la notación actual (senx, cosx, etc) 

para las funciones trigonométricas,  para designar sumatorias, ∆ para los incrementos, i para la unidad 

imaginaria, e para la base de logaritmos naturales; también popularizó el uso de , desarrolló las bases de las 

Funciones Beta y Gamma,… y la lista sigue. 

 

                

A la izquierda un retrato de Leonhard Euler del año 1753 y a la derecha la portada de su obra “Introductio in 

Analysin Infinitorum”, Tomo 1 (1748).
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