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Resumen
El presente trabajo tiene por objetivo compartir una experiencia de aprendizaje de matematica en el

marco de una forma especifica de encarar la relacion estudiante-saber-docente con la ayuda de herramientas
provenientes de las nuevas tecnologias. Esta experiencia se realizd en la Facultad de Ingenieria y Ciencias
Hidricas de la Universidad Nacional del Litoral durante un cursado clasico de la asignatura Ecuaciones
Diferenciales en la que se propone al alumno la exploracién de diferentes software como complemento y
refuerzo se su aprendizaje. Se describe aqui cémo se ha desarrollado la propuesta didactica y se muestran
algunos ejemplos de trabajos realizados por los alumnos.

Introduccién

Acordamos segln Ciancio y Oliva (2006) que “el estudiante debe jugar un papel activo en el proceso de
su aprendizaje para que este resulte eficaz. Para desarrollar su capacidad intelectual se necesitan métodos de
ensefianza en los que el estudiante sea un agente activo, y para alcanzar esta propuesta , hoy en dia, se requiere
insertar recursos didactico-tecnoldgicos en nuestras aulas distintos a los que se utilizan en la educacion
tradicional. Se evidencia asi la necesidad de revitalizar y agilizar la ensefianza de las ciencias y en particular de
matematica, aplicando las nuevas tecnologias disponibles en nuestra sociedad”.

Es importante aclarar el vocablo educacién tradicional cuya connotacion puede adquirir distintos
significados. Citamos aqui la definicion ofrecida por Ortiz Hurtado en Aportes para la Formacién Docente
desde Distintos Enfoques Tedricos donde se la concibe como a la forma mas generalizada de ensefiar, la de
mayor tradicion y arraigo social y cultural la que suponen debe ser, tanto los profesores, como los alumnos, los
padres y las autoridades educativas. Ensefianza tradicional ejercida en la “institucion educativa” que desde sus
origenes tiene la funcion de “transmitir conocimientos” (Pochulu, Rodriguez, 2012)

El desarrollo y la utilizacién de estas nuevas tecnologias conducen a cambios profundos en la sociedad,
dado que pueden modificar las condiciones naturales de trabajo y provocar cambios sustanciales en los
planteamientos de la educacion, en esta linea: estas modificaciones favorecen la potenciacion del desarrollo
cognitivo del alumno y hasta el desarrollo de nuevos materiales educativos (Ciancio y Oliva). Este contexto fue
la raz6n que impulsé la realizacidn de una experiencia didactica en la Facultad de Ingenieria y Ciencias Hidricas
de la Universidad Nacional del Litoral durante un cursado cléasico de la asignatura Ecuaciones Diferenciales,
donde se propone al alumno la exploracion de diferentes software como complemento y refuerzo se su
aprendizaje. Se sabe que entre las actividades que se plantean dentro de la ensefianza de las ecuaciones
diferenciales, uno de los aspectos que es deseable destacar es el de la visualizacion, ya que enfrentan al
estudiante a dar consistencia a los resultados que obtenga, de modo que atravesarla con el uso de tecnologia
proporcionaria una forma de coordinar diferentes registros de representacion: numérico, grafico y algebraico.

Fundamentacién

Numerosas investigaciones en Educacién Matemética han centrado su objeto en los medios
computacionales como nuevos ambientes para el aprendizaje, principalmente en aquellas instituciones de nivel
superior donde el area Matemaética tiene una fuerte conexién con la realidad pero esta inserta en un modelo de
ensefianza tradicional, donde las clases son generalmente expositivas y de caracter fuertemente abstracto. En este
marco se plantea una experiencia con caracteristicas de activa y contextualizada. Atendiendo al aprendizaje
significativo, segin Ausubel se procede a la construccion del conocimiento a partir de alguna situacion
problematica que relaciona los saberes previos del estudiante con los aportes nuevos que el docente va
introduciendo, principalmente en forma expositiva. Teniendo en cuenta la faceta institucional y personal que
poseen los significados, también podemos hablar de “objetos institucionales”, cuando los sistemas de practicas
son compartidos en el seno de una institucion, mientras que si corresponden a sujeto, seran calificados como
“objetos personales” (Pochulu, 2012). Por todo lo mencionado adherimos a las consideraciones que enmarca la
tipologia de objetos matematicos primarios al que hace referencia el enfoque ontosemidtico donde establecemos
que situaciones-problemas: son las actividades, tareas o ejercicios, tanto extra-matematicas como intra-
matematicas.

Los planes y programas de estudio sefialan como propoésitos fundamentales para los cursos de
matematicas, desarrollar en los estudiantes habilidades y conocimientos para adquirir un pensamiento critico,
reflexivo, flexible, capaz de realizar generalizaciones, clasificar, inducir, inferir, estimar numéricamente, y
resolver problemas. Las actividades y recursos didacticos de uso generalizado en la ensefianza y aprendizaje de
las matematicas han proporcionado resultados pocos satisfactorios, los diagnosticos muestran que el aprendizaje
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de los estudiantes es principalmente de tipo algoritmico, con escaso aprendizaje de los aspectos conceptuales y
de aplicacion. Finalmente y considerando los aspectos mencionados entendemos que en algunos sistemas
educativos las computadoras desempefian principalmente tres funciones: la funcién tradicional de instrumento
para que los alumnos adquieran un nivel minimo de conocimientos informaticos; la de apoyar y complementar
contenidos curriculares; y, la de medio de interaccidn entre profesores y alumnos, entre los mismos alumnos y
entre los propios profesores.

Descripcion de la experiencia

Las teorfas modernas del aprendizaje consideran que éste consiste en una bulsqueda individual de
significado y relevancia. Tomando esta premisa consideramos que el impacto de las nuevas tecnologias,
atraviesan el aprendizaje cuando deja de ser el recuerdo de unos hechos o principios 0 unos procedimientos
correctos y penetra en el area de la creatividad y la ampliacion de competencia profesionales.

La experiencia se llevé a cabo en la Facultad de Ingenieria y Ciencias Hidricas en la asignatura
Ecuaciones Diferenciales que se dicta en el segundo cuatrimestre del segundo afio de las carreras de Ing. en
Recursos Hidricos, Ing. en Informética e Ing. Ambiental. Los contenidos son los correspondientes a ecuaciones
diferenciales ordinarias:

- Ecuaciones de primer orden. Existencia y unicidad en problemas de valores iniciales.

- Ecuaciones de orden superior. Ecuaciones lineales homogéneas. Coeficientes indeterminados. Variacion
de parametros.

- Soluciones en series en ecuaciones lineales. Soluciones alrededor de puntos ordinarios y soluciones
alrededor de puntos singulares.

-Transformada de Laplace.

-Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. Método de Transformada de Laplace, método de
operadores y método de valores y vectores propios para sistemas de primer orden con coeficientes constantes.

El cursado de 5 horas semanales se reparte en 2 horas de teoria y 3 horas de practica y se desarrollan con
marcada articulacion entre ellas. Por ello, se propone que las clases tedricas sean enriquecidas con ejemplos,
aplicaciones derivadas del modelado y, de igual modo, las clases practicas se retroalimentan con los marcos
tedricos minimos necesarios para su desarrollo.

Si bien en las clases se procura presentar tareas ligadas a la resolucién de problemas y desarrollos de
métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales, modelacion matematica y representaciones graficas; se ha
observado para complementar las categorias anteriores, la necesidad de ampliar los procesos de construccion y
la integracién grupal con la incorporacién de algin recurso tecnoldgico que ofrezca al alumno mayor
protagonismo e interactividad con el docente y sus compafieros, como también una mejor herramienta de
visualizacién grafica para diversas situaciones en la que se hace dificil o no puede hacerlo con aquellas
tecnologias heredadas.

La actual es una época sumamente propicia para estudiar las ecuaciones diferenciales porque los medios
computarizados de resolucidn interactiva pueden generar con rapidez y sin problemas representaciones graficas
sorprendentes muy provechosas para interpretar la solucién de la ecuacién de un modelo o entender las
propiedades de sistemas dindmicos (Borrelli, 2002).

Como docentes de la catedra, esta inquietud nos llevo a reflexionar de qué manera, en qué momento y
cdémo se podrian introducir herramientas tecnoldgicas en la clase, ampliar la busqueda de material bibliogréfico
referente a la incorporacion de nuevas tecnologias apropiadas para la ensefianza de ecuaciones diferenciales y
finalmente al andlisis contextual institucional en lo que respecta a infraestructura y disponibilidad de espacios
necesarios para la tarea.

Pensamos que la seleccidn y la incorporacion de software — en particular el software libre — deben
realizarse con criterio de manera que constituya un recurso pedagogico que refuerce los aprendizajes, favorezca
el descubrimiento y la visualizacion. Hay que destacar la utilidad del software como herramienta de verificacion
de resultados y como fuente de experimentacién que permita al estudiante elaborar sus conjeturas, contrastarlas y
avanzar en la resolucion de una situacion problematica.

Como bibliografia basica para el cursado de la asignatura se buscé escoger un libro que pueda ser para el
estudiante el principal material de estudio y trabajo independiente, por ello consideramos apropiado adoptar el
libro (Zill, 2009). Este texto tiene explicaciones claras y accesibles para alumnos de ingenieria, con gran
variedad de ejemplos y aplicaciones a diversas areas en la que las ecuaciones diferenciales describen modelos
matematicos. Asi mismo, presenta abundante ejercitacion con diferente orientacion: ejercicios que requieren la
manipulacion formal de algin método de resolucion, problemas conceptuales, problemas de discusién y
principalmente problemas en el que se requiere el uso de algin recurso tecnoldgico, que de acuerdo a lo
expresado por el autor, subrayan la comprension de los conceptos y se adecuan para propiciar la discusion en
clases o en grupo.

Debido a disposicion espacial y temporal institucional no es posible ampliar las horas de encuentros
presenciales semanales mas que las establecidas. Por ese motivo se instruyd a los estudiantes que organizaran sus
tiempos para investigar, explorar y analizar algunos software de libre disponibilidad en la web o que ampliaran
aquellas aplicaciones que ofrecen los laboratorios de la facultad, para ser empleados en las actividades
propuestas por la catedra.



Las actividades que se propusieron en esta experiencia para ser realizadas con recursos tecnoldgicos se
fueron seleccionando de cada seccion de la bibliografia basica, de manera que cada alumno en su tiempo libre
vaya indagando y analizando su forma de resolucién después de haber incorporado los conocimientos teéricos y
practicos necesarios para su desarrollo. Para ello se les sugirid a los estudiantes se organizaran en grupos de a
pares por afinidad particular a los fines de favorecer un trabajo colaborativo entre ellos y se les ofreci6 horarios
de consulta para salvar toda inquietud que surgiera.

Por otro lado, se comenté de algunos software apropiados para utilizar en la propuesta, como por
ejemplo: winplot, graphmatica, matlab, mathematica, jode, etc., que presentan aplicaciones que sirven en la
resolucién de problemas con ecuaciones diferenciales y que no constituyen un obstaculo para el desarrollo del
trabajo debido a su sencillez de acceso y aprendizaje. Aclaramos aqui que algunos de estos software
mencionados ya son conocidos por los alumnos debido a que fueron un recurso en asignaturas anteriores.

Es importante destacar que como elemento motivador en los encuentros de clases de teoria se procurd a
través de numerosos ejemplos, el alumno visualice la representacion de graficas o de aplicaciones en la que se
usaban algunos de estos recursos. Los encuentros en clases de consulta fueron instancias aprovechadas para
identificar y clasificar las bondades que ofrecian las herramientas elegidas por los alumnos de modo de
evidenciar el proceso auténomo que llevaban a cabo, como también para interactuar y efectuar las devoluciones
del proceso que estaban llevando a cabo.

A modo de portfolio y, como requerimiento de regularidad de la materia, se les observé la necesidad de
cumplimentar la entrega de dos trabajos que contengan una cierta seleccién de entre los ejercicios realizados
durante el desarrollo de la propuesta, en tiempo y forma segln acuerdos previos.

El criterio que los docentes establecimos para la entrega de los trabajos es que debia contener un informe
integrado que pudieran evidenciar todos los conceptos analizados en las clases de teoria, practica y materializado
en sus escritos. La comunicacién de los ejercicios asignados en cada trabajo fue establecida por grupo (de a dos)
con sus respectivas pautas validas para la entrega. Mencionamos a continuacién como ejemplo, aquellas pautas
que sirvieron como guia de la presentacién de trabajos correspondientes a los primeros temas de la asignatura:
ecuaciones de primer orden y ecuaciones de orden superior.

- Resolucion: papel y lapiz o numérica.

- Representacion grafica e interpretacién de la solucién.

- Andlisis cualitativo, analitico y numérico si da el caso.

- Andlisis del comportamiento de soluciones variando ciertos parametros en la ecuacion o en la solucién.

- Estudio del comportamiento de las soluciones de ecuaciones de primer orden mediante campos direccionales y
retrato fase para ecuaciones auténomas.

Pudo detectarse qué recursos o pagina web fueron utilizados por los alumnos y para qué tarea fueron
implementados:

-Matlab/Octave: grafico de campos direccionales (donde se usa el comando quiver o archivo dfield.m), curvas
solucién, obtencién de raices de un polinomio para la ecuacién caracteristica, resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales, resolucion de ecuaciones diferenciales usando ode2

-Graphmatica: graficos de familia de curvas de nivel y curva de nivel particular

-Graph: grafico de curvas soluciones

-Jode: campos direccionales y curvas solucién

-Winplot: campos direccionales, curvas solucién, soluciones por tramos, graficas de isoclinas, ceroclinas, curvas
de nivel

-WxMaxima: gréafica de soluciones variando distintos pardmetros, resolucion de ecuaciones diferenciales con la
funcion ode2, gréafica de campos direccionales junto con soluciones, resolucion de sistemas de ecuaciones
-Mathematica: campos vectoriales, calculo de Transformadas

-www.wolframalpha.com:  resolucion de una integral online

En algunos trabajos, se observo una debilidad notoria en la forma de comunicar la tarea. En este sentido es fuerte
la presencia de juicios extremadanamente simples con la Gnica presentacion de lo que solicitaba el enunciado de
los ejercicios y ausencia de correspondencia entre las propuestas graficas y las resoluciones analiticas.

Con respecto a lo actitudinal, se noté en los alumnos entusiasmo y predisposicidn para gestionar e integrar el
marco tedrico con el desarrollo practico, principalmente en los vinculados con modelaciones matematicas.

Algunas producciones de los alumnos.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de problemas y una cierta seleccion de su resolucién o de su
representacion grafica en las que se puede ver concretamente dénde los alumnos aplicaron algin recurso
informético:

Problema 1: La ecuacién diferencial autonoma dy/dx=1/(x-3) no tiene puntos criticos. Sin embargo, ponga 3 en
la recta fase y obtenga un retrato fase de la ecuacion.

a) Analice analiticamente donde las soluciones son cdncavas hacia arriba o hacia abajo y trace a mano algunas
curvas solucion.

b) Determine explicitamente y grafique cada solucion de la ecuacién diferencial que satisfaga a su vez las
condiciones iniciales y1(0)=4, y2(0)= 2, y3(1)= 2, y4(-1)=4 y describa el respectivo intervalo de definicidn.
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La figura 1, muestra el grafico que un grupo realiz6 con el software Winplot. Aqui los alumnos comenzaron con
el estudio del comportamiento cualitativo de las soluciones de la ecuacion de primer orden examinandola a
través del andlisis del retrato fase y del campo direccional. Luego buscaron analiticamente las soluciones de cada
problema de valores iniciales y graficaron sus respectivas soluciones.

Ecuadon Diferencial: dy/dx = 1/(y-3)
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Figura 1: Campo direccional y curvas solucién del problema 1 realizadas con Winplot

Problema 2: Formule la ecuacion diferencial de la familia y= -x-1+c,e* y determine sus trayectorias ortogonales.
Use un graficador para trazar las dos familias en el mismo conjunto de ejes coordenados.

Entre varios trabajos, seleccionamos la grafica mas “atractiva” que se muestra en la Figura 2 y que fue realizada
con Winplot.

x=-y+l+ce™”’

y=—-x-l+ce

Figura 2: Trayectorias ortogonales del problema 2 realizadas con Winplot

Problema 3:

a) Compruebe que y1(x)= e es una solucién

b) Use la formula de reduccion de orden para determinar una segunda solucion y2(x) de xy’’- (x+10)y’+10y = 0.
Use un sistema algebraico de computo (SAC) para hacer la integracion requerida.

La figura 3 muestra la integracion de diferentes recursos informaticos que un grupo de alumnos
selecciond para la resolucion de este problema. Luego de detallar las cuentas realizadas para la comprobacion de
la parte a), utilizaron esta solucion en la reduccion de orden y luego, por la dificultad presentada en la resolucién
de la integral, utilizaron como recurso una pagina web para realizar la integracion numéricamente. Ademas, por
propia iniciativa del grupo, implementaron WxMaxima para la resolucion numérica de la ecuacién diferencial,
pudiendo contrastar asi las soluciones obtenidas por distintos métodos. Al final, se muestra también la gréafica



realizada con WxMaxima de diferentes soluciones obtenidas dando valores a los dos parametros de la solucién
general de la ecuacion de segundo orden.
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Utilizamos reduccién de orden para encontrar una segunda solucién haciendo y, (x) = y; (x)u(x)
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(La integral fue resuelta por el SAC online http://www.wolframalpha.com)
Por tanto,

u(x) = —e *(x'° + 10x° + 90x® + 720x7 + 5040x® + 30240x5 + 151200x* + 604800x3
+ 1814400x? + 3628800x + 3628800)
Entonces:

y,(x) = e*(—e~*) (210 + 10x° + 90x8 + 720x” + 5040x6 + 30240x° + 151200x* + 604800x>
+ 1814400x? + 3628800x + 3628800)

9, (%) = —(x + 10x° + 90x8 + 720x7 + 5040x® + 30240x° + 151200x* + 604800x* + 1814400x?
+ 3628800x + 3628800)

Si utilizamos el software wxmaxima para resolver la ecuacion diferencial directamente sin aplicar reduccion
de orden, tenemos:

(%$13) edo:x*'diff(y,x,2)-(x+10)*'diff(y,x)+10*y=0;

( a2 (
$03) x| —(x+10)|—
( ) 2Y ( ) o

\d x \

y)+ 10 y=0

(%i4) odelin(edo,y,x):;
(%04) (x°+10 x°+90 x®+720 x” +5040 x%+30240 x3+151200 x*+604800 x>+1814400 x?
+3628800 x+3628800, %™}

Donde la solucién final es

cie* + (210 + 10x® + 90x® + 720x7 + 5040x® + 30240x5 + 151200x* + 604800x> + 1814400x?
+ 3628800x + 3628800)
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Figura 3: Uso de diferentes recursos informaticos para el problema 3

Problema 4:

a) Use un SAC y el concepto de curvas de nivel para trazar las graficas representativas de los miembros de la
familia de soluciones de dy/dx= x(1-x) / y(-2+y).

b) En ejes coordenados separados, trace la grafica de la solucion implicita que corresponde a la condicion inicial
y(0)=3/20 -2.

Un ejemplo del uso del Graphmatica que un grupo de alumnos escogi6 para hacer las representaciones gréaficas
de este problema se muestra en la figura 4.

Figura 4: Curvas de nivel y una solucién particular del problema 4 realizadas con Graphmatica

Problema 5:

La ecuacion diferencial autébnoma m dv/dt= mg — kv donde k es una constante de proporcionalidad positiva y g
la aceleracién debida a la gravedad, describe la velocidad v de un cuerpo de masa m que cae bajo la influencia de
la gravedad donde se tiene en cuenta la resistencia del aire en el término —kv. Use retrato fase para determinar
velocidad limite.

La figura 5 muestra algunas soluciones para valores determinados de k y m y el campo direccional, obtenidas por
un grupo de alumnos usando Matlab. En particular, se ve la pantalla de la ventana interactiva que se abre cuando
se ejecuta el archivo dfield.m
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Figura 5: Curvas solucion y campo direccional del problema 5 realizadas con el archivo dfield de Matlab

Conclusiones

Si bien aun no existe un resultado definitivo del desarrollo particular de esta propuesta, provisoriamente
evaluamos como positivo revisar y sistematizar con vistas a mejorar y modificar la eleccion de las actividades,
considerando las sensaciones y opiniones que los alumnos han expresado verbalmente como destacado. Ademas,
es posible rescatar que el trabajo colectivo realizado por los estudiantes ha sido un elemento motivador en una
primera instancia de caracter individual.
No existen evidencias de que dichas producciones generaran un mejoramiento en el rendimiento que las pruebas
parciales arrojaron. Sin embargo, un aspecto que consideramos debemos mejorar es el poder incluir y atravesar
otras formas de participacion para modificar y profundizar el aprendizaje esperado. Somos conscientes de que el
uso de las TIC no proporcionard una solucion a los problemas que se nos presentan en la compresion de los
contenidos. Mas aun, en algunas ocasiones no existe garantia de que arroje soluciones a ciertos problemas
particulares. En gran medida depende del profesor el éxito o fracaso de su uso. En otras palabras, seria ingenuo
pensar que el uso de la informética y la tecnologia en educacién, por si mismo, representa una mejora en el
aprendizaje de la Matematica. Es el docente, con su labor, quien tendra la responsabilidad de plantear las
actividades en funcion del curso que esta impartiendo a fin de utilizar racionalmente esta herramienta, y este sera
el desafio. Creemos que la metodologia utilizada en esta experiencia nos ha llevado a un contexto en donde
como docentes se cede un paso al protagonismo en la “transmision” y “apropiacion” de contenidos, para
transformarse en un “organizador” de instancias de aprendizaje y “colaborador” de un proceso de construccion
conjunta con los estudiantes.
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