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Resumen

Dos conceptos que cominmente se estudian en diraldjeeal en carreras de ingenieria son los de
autovalor y autovector. Es importante que los alsraprendan adecuadamente estos conceptos coalidafil
de que puedan aplicarlos en las situaciones pratiems de la especialidad.

En este trabajo se muestran las ventanas persamhadizjue se han disefiado en SCILAB para ensefiar los
objetos del algebra lineal anteriormente menciosatlas autoras consideran que las aplicacionegmesas
constituyen una herramienta poderosa para redysigwenir el denominado obstaculo del formalismo.

Introduccion

El algebra lineal es reconocida generalmente camacasignatura dificil de aprender. Esto se deheea q
la mayor parte de los conceptos se presentan cefimacibnes formales de objetos cuya existencigieme, en
la mayoria de los casos, conexién con conocimigu®gos ni argumentos geomeétricos o fisicos quever la
definicién presentada [1]. Es por ello, que losudisintes consideran al algebra lineal cdme catadlogo de
nociones muy abstractas, que no se llegan a reptaseademas esas nociones estan sumergidas bao un
avalancha de palabras nuevas, de simbolos nueeadefihiciones nuevas y de teoremas nuej2js”

Esta situacion genera en los alumnos lo que muabtwes, como Dorier o Sierpinska, han llamado
obstaculo del formalismo

El obstaculo del formalismo es la tendencia deekiadiantes a comportarse como si las represenéacio
simbdlicas formales de los objetos del algebraalifigeran los objetos en si mismos, por lo cualalesnnos
manipulan las representaciones mecanicamente sipreader su significado y sin percibir las relae®entre
ellas [3].

Segun Sierpinska, el obstaculo del formalismo esodie didactico y se debe tratar de evitar. Laaate
disefar situaciones con este fin no es facil dadaimplejidad de dicho obstaculo [4].

Dos conceptos que cominmente se estudian en diral¢jeeal en carreras de ingenieria son los de
autovalor y autovector, debido a la gran utilidag ¢jenen los mismos en diversas aplicacionesgdiiintas
especialidades. Para ayudar a los alumnos a constentender adecuadamente dichos conceptoszeeubo
de las potencialidades que brindan los recursosoliégicos como instrumentos que permiten representa
diversos registros semiéticos de un mismo conceggiocomo también, favorecer la participacion actle los
estudiantes en su proceso de aprendizaje. Paraeltfisefiaron ventanas personalizadas dondetiatiaages,
por medio de su visualizacion y manipulacién, padr&orporar no sélo los conceptos de autovalartg\ector
sino también deducir las propiedades que éstofcaeri

El objetivo principal de este trabajo es mostrandentanas personalizadas, elaboradas en SCILAR) co
una herramienta mas para ensefiar el tema “autegajautovectores”.

Las autoras consideran que el uso de este tiperanhientas en el proceso de aprendizaje puedaayud
a prevenir la construccion del obstaculo del forsnad y asi lograr una soélida formacién en cuantosa
contenidos del algebra lineal, condicion esenashgualquier futuro ingeniero.

Las dificultades en el aprendizaje del algebra lired

Diversas investigaciones muestran que las difidaague presentan los alumnos en el aprendizaje del
algebra lineal son las mismas, independientementesimétodos de ensefianza aplicados. Segun Dase&lps
causas fundamentales de las dificultades que pesstrs estudiantes son: la naturaleza de algeiwal len si
misma (las dificultades conceptuales), y el tipgpdasamiento requerido para la comprension debedgeeal
(las dificultades cognoscitivas) [5]. Cabe destagss, estos dos aspectos a menudo son inseparables.

Estas dificultades, junto con la forma en que umseate se presentan los conceptos del algebra,lineal
hacen que los estudiantes enfrenten lo que serttanileado ebbstaculo del formalismoEl alumno desarrolla



“mecanismos de defensa” que consisten en inteataoducir un discurso formalmente escrito similadel
libro de texto o al de la clase pero sin ententisigaificado de los simbolos y la terminologia. [Bf decir, el
obstaculo del formalismo se manifiesta en los éstiels cuando éstos manipulan las representacioneales
simbdélicas sin comprenderlas.

Por esta razoén, resulta importante que los estiediaaborden los diversos conceptos del algebral lme
través de sus distintos registros semioéticos @t asi una comprension profunda y adecuadasdeitimos.

Autovalores y autovectores

El tema de autovalores y autovectores se encuprdidicamente en la totalidad de los programas de
distintas asignaturas del ciclo béasico de las casree ingenieria. Sus aplicaciones en mecanicaddielo,
mecanica de fluidos, vibraciones, electromagnetisntre otros, abarcan un amplio campo de estuditcin
de los futuros profesionales [6]. Por esta razénortante que los alumnos aprendan adecuadarestu®
conceptos con la finalidad que de que los mismasdgn aplicarlos en las situaciones problematicatade
especialidad que los requieran.

No obstante, es comun que los estudiantes en sagwale aprendizaje trabajen con ambos conceptos en
forma algoritmica, es decir, apliquen rutinariamreedeterminados procedimientos sin comprenderlogy s
articular sus diferentes representaciones. Este lgae los alumnos no logren un aprendizaje duragiero
significativo.

Es por ello que, teniendo en cuenta la disponéudidreciente de los recursos tecnoldgicos comoanedi
para facilitar la visualizacion, la exploracion, f@nipulacion y el calculo, resulta interesante gudocente
proponga en el aula actividades que hagan usdeferecursos y que permitan que el alumno logegrat los
nuevos conocimientos en sus estructuras cognitivas.

Uso de recursos tecnolégicos

El empleo de los recursos tecnolégicos en el pmcks aprendizaje permite que el docente genere
situaciones de ensefianza que favorezcan el apagndignificativo por parte de los alumnos.

En particular el empleo de programas computacisnala sean de calculo simbélico o numérico,
posibilita que los estudiantes construyan sus domentos matematicos por medio de la exploracién,
visualizacion y experimentacion. Esto se debe alagmenismos facilitan la manipulacidon de mdltipiegistros
semioticos del objeto matematico que se quierendpre Ademas, el uso de estos programas favorece el
protagonismo del alumno ya que se reducen los loglautinarios y permite que el estudiante oriesiie
esfuerzo hacia la adquisicion de conceptos y pdapies por medio de su interaccion dindmica.

Todas estas cualidades hacen que los programasutamigmales sean una herramienta poderosa para
reducir o prevenir el denominado obstaculo del &dismo, dificultad muy ligada a las manipulaciones
simbolicas del algebra lineal [7].

Laboratorio de Algebra lineal

Las versiones mas recientes de programas compuisdesode matematica ofrecen la posibilidad de
disefar interfaces gréaficas personalizadas poraraslias cuales es factible generar laboratoritgales.

El empleo de este tipo de herramientas en el poodesensefianza posibilita generar actividades que
permiten potenciar en los alumnos un tipo de peigsam matematico diferente. Es decir, permiten rcrea
situaciones donde se estimula a los estudianteseaf@rmulen conjeturas, analicen, verifiquen hipiste
argumenten, descubran conceptos mateméaticos conrsddificar los datos y repetir el experimento ¢aan
veces se requiera [8].

Existen distintos trabajos de investigacion dorel@®pone el uso de un entorno computacional en la
ensefianza del algebra lineal como una forma pgrarlain aprendizaje significativo. Asi por ejempdo, el
estudio realizado por Sierpinska y Dreyfus hacea del programa CABRI GEOMETRY Il como una
herramienta de ayuda pedagdgica para trasmitind@sones generales de espacio vectorial, transfoéma
lineal y autovector a través de una intuicién geicss creando un ambiente de aprendizaje adeccawlcl
software [3].

No obstante, no existen practicamente aplicacidoade se vinculen distintos registros semiéticolbsde
conceptos de autovalor y autovector. Por esta ragéra el estudio de tales conceptos, se hizo estad
posibilidad que brinda SCILAB para disefiar integggraficas personalizadas utilizando la poteneiaadculo
y graficacion que dispone el programa.

La eleccion del software se basa fundamentalmentel éiecho de que los alumnos pueden obtenerlo
facilmente debido a que se encuentra disponibléoena gratuita en Internet. En el sitiavw.scilab.orgse
puede obtener el programa asi como también docaniéntde introduccion al uso del mismo.



Ventanas personalizadas

El laboratorio de Algebra lineal que se presentasta trabajo estd compuesto por una serie denasnta
que permiten trabajar con el calculo de autovestpr@utovalores, sus propiedades y una interpéetagafica.

La capacitacion que se requiere para utilizar estasanas es minima debido a que las mismas fueron
disefiadas de manera que presenten una interfazemajlla de interpretar y manipular. Esto posibibit los
alumnos concentrarse en los conceptos o propiedpes| docente quiere destacar.

En la Figura 1 se muestra la ventana de calculogdautovalores y autovectores asociados a unazmatr

+ Laboratorio de Algebra lineal E|@|E|

Archivo  Ayuda

Laboratario de Algebra lineal A X

Calculo de los autovalores y autovectores asociados a una matriz

-7 14 -4 Obtener los autovalares
Cargar la matriz fl = 1724 -4
-16 22 -7 10 5 -5
Obtener el polinomio caracteristico Obtener los autowe ctores

P = 250-25%-1 072 +x3
wl= -04850713 -0.7276069 -0.4850713
v2= -0.666G66T -0.666B6E6T -0.3333333

vi= 03015113 03015113 0.9045340

Limpiar | Salir |

Figura 1. Célculo de los autovalores y autovectores asosiadina matriz.

Para la utilizacion de esta ventana, se debe iagres primer lugar, la matriz a la cual se le quie
calcular los autovalores y autovectores. Para efdamecesario pulsar el bot@argar la matriz el cual permite,
luego de indicar el orden de la misma, escribimoatb de los coeficientes de la matriz. Si se silea el boton
Ayuda, que se encuentra en la barra de mend, el alurbtendra una breve descripcion de la aplicacion,
mientras que si presiona el botdmpiar podra borrar todos las salidas que se observinemtana.

Para obtener los autovalores y cada uno de loseattres asociados se requiere que el alumno peesio
los botoneObtener los autovaloresy Obtener los autovectoregespectivamente. Cabe aclarar que SCILAB
expresa los autovectores asociados a cada aut@estar versores, algo que usualmente el alumno c® drala
préactica en papel y lapiz cuando se le pide gsted# calculo.

Para que el estudiante analice el polinomio caratiteo y la funcion asociada a dicho polinomio, es
necesario pulsar el boté@btener el polinomio caracteristico De esta manera el alumno, a partir de la
visualizacion de la grafica, podra observar que desos del polinomio caracteristico coinciden cos |
autovalores asociados a la matriz ingresada.



Ademads, al hacer click en cada uno de los bot@esner . . ., el alumno no sélo obtendra los distintos
resultados sino que aparecera un cartel indicaglpdsos algebraicos a seguir para calcularlos.

La interaccion del alumno con la ventana mostratdaeFigura 1 es una situacién propicia para la
introduccién de la explicacién del calculo de lagozalores y autovectores asociados a partir defiaicion de
los mismos.

En la Figura 2 se muestra una aplicacion disefiata yincular distintos registros semioticos de los
autovectores asociados a cada autovalor de unamatr

En ella, se propone inicialmente una matriz M de filas y dos columnas, y un vectoque puede 0 no
ser autovector de la matriz. A partir de la infocida ingresada, se efectla el calculo del vegt@roducto de
M poru, y de los cocientes de las componentes homoélogiay d. En la situacion de que ambos cocientes sean
iguales, aparecerd un mensaje comunicando quelal d@l cociente es un autovalor de la matriz. Beoc
contrario, no se muestra mensaje alguno [9].

Ademas, los estudiantes tendran la posibilidadederchinar siv es autovector de M a partir del analisis
de los gréficos de los vectoresy v = M u. Estos gréaficos se pueden obtener al presionartéhbfter grafico.
A partir de su visualizacion, los alumnos podrampmbar que sv es un autovector, éste debera ser colineal a
u y que el coeficiente de proporcionalidad esta daatcel valor del autovalor.

* |aboratorio de Algebra lineal EI[EWE
A X

Laboratario de Algebra lineal

Autovalores y autovectores

Sean la matriz:

2 1
= 3]
1 2 ]
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yelvectoru=1,1,1) +
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u uz ]

a =3 es un autovalor de M v =1, 1) es un autovector de M,

=

asociado al aitovalor a=3
Otro vector u

Otra matriz I‘u1| Foruda | Salir |

“er grafica

Figura 2. Autovectores: distintos registros semioticos.

Si el alumno quiere seguir trabajando con la misnadriz pero con otros vectores, es necesario que
oprima el botérOtro vector u. Del mismo modo, si decide cambiar de matriz, edgedd pulsar el botédtra
matriz M. Cabe destacar que con esta ventana personategulaede analizar qué es lo que ocurre cuando la
matriz es singular, o cuando los autovalores sadtiptes o complejos.

Con la finalidad de que los estudiantes deduza@amak de las propiedades que verifican los autmalo
se les planteara el céalculo de los mismos en datadas matrices. Aplicando un pensamiento inductivo
teniendo en cuenta las preguntas que se les plentemda situacion, los estudiantes podran enutasar
distintas propiedades. No obstante, es importack&raales que para que una propiedad sea vélidasno
suficiente con mostrar que para algunos ejemplazis®le. Por esta razén, esta situacion planteadasidad
de realizar una demostracion formal de cada unasdgropiedades analizadas.

Las Figuras 3 y 4 muestran dos de las situacionessq les plantearan a los alumnos tras el usa de |
ventanaPropiedades de los autovalores



+ Laboratorio de Algebra lineal

Lakaratario de . ora lineal

Propiedades

Sean las siguientes matrices:

4 1 -B
Mi=f0 -3 1
oo z

Autovalores de b1

2 0 0
M2=0 ¥ O
o o1

de los autovalores

-2 00
M3i=f & 5 0
o N

Autovalores de b3

Autovalores de b2

1 0 0
Md=f0 -3 0
oo 4

Autovalores de hid

1,2, 7

;Existe alguna relacion entre la matrizy sus autovalores asociados?

i8e puede enunciar alguna propiedad?

Siguiente |

Foruda |

Salir |

Figura 3. Propiedades de los autovalores.

+ Laboratorio de Algebra lineal

Propiedades de los autovalores

Sean las siguientes matrices:

1 -1 0
Mi=0 2 0
o1 4

Autovalores de b

1 0 0
M2=1f-1 2 1
o o 4

Autovalores de M2

o -1 -1
M3=f-2 1 -1
-202 2

Autovalores de M3

1,2, 4

1,2, 4

1,22

o -2 -2
Mad=f-1 1 2
-1 2

Autovalores de hd

1,22

AEIE relacidn existe entre los autovalores de una matrizy os de sufranspuesta?

A58 puede enunciar alguna propiedad?

Siguiente |

Poruda |

Salir |

Figura 4. Propiedades de los autovalores.



Como se puede observar en la Figura 3, los alumecm, en este caso, que los autovalores de una
matriz triangular son las componentes de la didgpriacipal de la matriz. Del mismo modo, a padl
analisis de los resultados obtenidos en los ejesmibdola Figura 4, podran enunciar que los autosslde una
matriz y los de su transpuesta son los mismos [12)]—

Una vez que el alumno ha respondido las dos pragysiainteadas, podra obtener un nuevo ejemplo
presionado el boté8iguienteque se encuentra en la parte inferior de la vant@nando éste haya completado
todas las situaciones propuestas, aparecera ehjaange se muestra en la Figura 5.

= Propiedades de los autovalores Ej

- iCompletaste todos |os ejemplos!
1

Felicitaciones,

Figura 5. Mensaje que aparece al completar todos los egampl

De manera similar, se disefid una ventana paracguglumnos trabajen también con las propiedades de
los autovectores.

+ Laboratorio de Algebra lineal [Zlfﬁlﬁ__ﬂ

Laboratario de Algebra lineal A X

Propiedades de los autovectores

Sean las siguientes matrices:

1 -1 1] 3 -3 10 220 0s-05 0
M1=(-1 2 -1 Mz2=|-3 B -3 M= 2 -4 =2 M4=|-08 1 -0.4
n -1 1 n -3 3 n 2z -2 n -0.45 0%
Autovectores de i | Autovectores de W2 | Autovectores de M3 | Autovectores de hig
| o, c1, 1,1 | o, c1, 1,1 | o, ¢4, 1, 1 | o, ¢4, 1,1
| 1,61, 0,1 | 3, 01, 0,1 | 261, 0N | 05, 1, 0,1
| 3, 01,-2, 1) | g, c1,-2, 1) | £ 01,21 | 15, (1,-2, 1)

i Existe alguna relacidn entre la matriz y los autovectores asociados a cada autovalar ?
i858 puede enunciar alguna propiedad?

Siguiente | Foruda | Salir |

Figura 6. Propiedades de los autovectores.

En el ejemplo que se muestra en la Figura 6, aparenatro matrices, cuya relacion no se indica
expresamente. Al calcular los autovectores de cama los alumnos podran observar que todas tiemen |
mismos. Esto llevara a los estudiantes a obsenran@s detenimiento dichas matrices, y darse cuprtdas
matrices estan relacionadas por las siguientessixpes: M2 = 3.M1, M3 = -2.M1 y M4 = 0,5.M1. Deas
manera, a partir de los ejemplos propuestos, sépoducir la propiedad de que los autovectoresrdematriz
multiplicada por un real se conservan, no siendpas el caso de los autovalores.



Conclusiones

La utilizacion del Laboratorio de Algebra linealrpparte de los alumnos no sélo posibilita un mejor
empleo del tiempo que usualmente se utiliza endizacion de célculos rutinarios al destinarldedarrollo de
procesos mentales de orden superior, sino que feeiamieduccion o disminucién del obstaculo detfaismo,
al lograr un equilibrio entre los enfoques congeat@bstractos en la ensefianza del algebra lineal.

El propésito de las autoras es, en una segunda,etaplizar el impacto que tiene el empleo detgse
de recursos en el aprendizaje de los conceptostdeador y autovector y asi poder determinar sttefamente
el uso de la aplicacion propuesta permite queushad logre un aprendizaje significativo.
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