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RESUMEN

El comportamiento no lineal de las ecuaciones diferenciales se puede visualizar en aquellos sistemas
auténomos, donde la dependencia temporal no resulta explicita. A veces, dichos sistemas son dificiles de reducir
a un sistema simple de ecuaciones para obtener una trayectoria temporal bien definida. Una alternativa posible es
analizar la estabilidad local de sus puntos de equilibrio y visualizar las tendencias en el diagrama de fases
incorporando un estudio variacional de los parametros mas relevantes. Si bien las condiciones iniciales no
intervienen en la dindmica de las trayectorias, influyen en como se acomodan sus tendencias a lo largo del
tiempo.

INTRODUCCION

Los modelos matematicos utilizados para describir la evolucién de un sistema dindmico estan limitados en
su resolucién, por el grado de dificultad de las ecuaciones involucradas a tal fin.

Los sistemas dindmicos (fisicos, quimicos, bioldgicos, econdmicos o de otra clase) se clasifican como
estables, inestables o cadticos en funcién de la evolucion de su respuesta temporal, y son no lineales cuando su
comportamiento no estd sujeto al principio de superposicién. Algunos sistemas dinamicos no lineales tienen
soluciones exactas o integrables, mientras que otros tienen comportamiento cadtico, es decir que una minima
diferencia en las condiciones iniciales hace que el sistema evolucione de diversas maneras (movimientos de
fluidos en régimen turbulento, crecimiento de poblacidn, entre otros).

AUn asi, el planteamiento de las ecuaciones para analizar la evolucion del sistema y su posterior solucion
no garantizan un total entendimiento del comportamiento y de las tendencias hacia alguna situacion de equilibrio
estable o inestable que pueda ocurrir.

En ese sentido, existen al menos dos alternativas de resolucion bien contrastadas. Una de ellas consiste en
recurrir al analisis y el algebra (calculo diferencial e integral, autovalores y autovectores, matriz jacobiana,
etc....) para reducir las ecuaciones del modelo a un sistema simple de ecuaciones diferenciales. La otra, consiste
en estudiar la trayectoria producida en los llamados “diagramas de fase”, donde se trabaja en forma
independiente del tiempo y de las condiciones iniciales. El diagrama de fase, espacio fasico o espacio de fases es
una construccién matematica que permite representar el conjunto de posiciones y velocidades de una variable de
un sistema dindmico. Es una variedad diferenciable de dimension par, donde las coordenadas de cada punto
representan tanto las posiciones generalizadas como sus momentos conjugados correspondientes, y no la
trayectoria que describe el recorrido espacial de la variable.

Las trayectorias producidas en los diagramas de fase se obtienen a partir de los estados dindAmicos que se
caracterizan por cambiar continuamente las condiciones de contorno para el proximo estado. Si bien esta
alternativa aparenta ser matematicamente menos rigurosa, en la mayoria de los casos se puede prever una
solucidn sin tener que resolver analiticamente el sistema de ecuaciones.

A efectos de analizar la estabilidad local de un punto de equilibrio es frecuente que se simplique el
problema estudiando el comportamiento del sistema lineal obtenido por linealizacion de las funciones que
aparecen en el modelo no lineal, pero esta simplificacion sélo corresponde cuando el comportamiento del
sistema esta sujeto al principio de superposicion, o sea para el caso en que los cambios sean suaves y sigan
patrones lineales.

La DNL no se basa en los supuestos de regularidad y orden que involucran los métodos de aproximacion
lineal utilizados para simplificar la descripcion de la evolucion de un sistema, sino que trabaja con modelos que
reflejan mas adecuadamente las situaciones reales.

Cabe destacar que esta metodologia no es nueva; se aplica en diversas areas como mecanica (osciladores,
laseres y circuitos superconductores), biologia (sistemas de control genético), quimica (sistema de regulacion de
ph o buffers), entre otras. Uno de los primeros precursores en el estudio de la evolucién dinamica fue Poincaré
(1890), quien demostrd que las variaciones en las condiciones iniciales de un sistema provocarian enormes
cambios en su comportamiento, y que los métodos de perturbacién podian, en algunos casos, predecir resultados
incorrectos. Lorenz (1963) redescubrid la dependencia sensible a las condiciones iniciales al desarrollar un
modelo sencillo para la prediccion del tiempo, que presentaba el efecto mariposa, es decir, el sistema era
inherentemente impredecible de tal modo que pequefias variaciones en la fijacion de las condiciones iniciales
podian variar drasticamente su evolucién futura. Este comportamiento fue denominado como caos por el
cientifico norteamericano Yorke (Li and Yorke, 1975). Trabajos cientificos posteriores confirmaron, tanto
tedrica como experimentalmente, que aun sistemas simples podian presentar una evolucion temporal
impredecible.
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Segln Sanjudn (2005) una de las caracteristicas fundamentales de la dindmica no lineal (DNL) es su
caracter interdisciplinar y universal. La constatacion de que sistemas fisicos sencillos pueden comportarse de
modo impredecible probablemente ha supuesto una revolucion conceptual en la ciencia moderna especialmente
en el &mbito de la Fisica e Ingenieria. Dicho autor sefiala ademas, que la base metodoldgica de la ensefianza de la
dinamica no lineal consiste en utilizar ejemplos que permitan ilustrar los principales conceptos de cada
asignatura de modo intuitivo.

Siguiendo dicha metodologia de ensefianza, en el presente trabajo proponemos mediante ejemplos mostrar
cémo se utilizan en DNL los diagramas de fase para analizar las tendencias hacia o desde los puntos de
equilibrio de un sistema auténomo, como un aporte a la interpretacion de los modelos matematicos. Se pretende
discutir la estabilidad de los puntos de equilibrio y aplicar esta técnica al ejemplo desarrollado por Strogatz
(1994) sobre crecimiento de poblaciones.

DESARROLLO

La DNL no se basa en los supuestos de regularidad y orden que involucran los métodos de aproximacion
lineal utilizados para simplificar la descripcidn de la evolucidn de un sistema, sino que trabaja con modelos que
reflejan mas adecuadamente las situaciones reales. La linealizacion de un sistema no lineal sélo es aceptable y
atil si los cambios son suaves y siguen patrones lineales. En la medida que no se cumplan estas condiciones,
puede ocurrir que pequefias modificaciones produzcan grandes cambios, imposibles de explicar mediante la
aproximacién lineal. Es en estos casos en que conviene aplicar la DNL para predecir el comportamiento del
sistema.

Al aplicar los métodos de la DNL se trabaja en forma independiente del tiempo y de las condiciones
iniciales. Basicamente se estudia la trayectoria producida en los diagramas de fase, se analiza la estabilidad local
de los puntos de equilibrio y se determinan zonas de diferentes propiedades. Cuando el sistema, lineal o no
lineal, involucra uno o varios parametros en su evolucién, las variaciones de éste al pasar por un valor critico
llamado bifurcacién producen cambios cualitativos en la naturaleza de dichos puntos criticos y de sus
trayectorias.

En el presente trabajo nos abocaremos al estudio de sistemas auténomos, que son aquellos sistemas en
donde la dependencia temporal no resulta explicita.

En primera instancia analizaremos sistemas auténomos definidos por:

x=1(x) 1)
donde x es la velocidad de crecimiento de la variable x relevante del modelo.

Tales sistemas se caracterizan porque los puntos de equilibrio estan representados por los ceros de la
funcion escalar f . A partir de ellos se puede clasificar, mediante un simple analisis de estabilidad, el tipo de
solucion en estable o inestable, estudiando el signo de la velocidad de crecimiento en un entorno de los mismos.

En la figura 1 se presenta el diagrama de fase de un sistema autonomo que cumple (1), cuyos puntos de
equilibrio son x; y X, .

- Al considerar el desarrollo en serie de Taylor
‘} X= (X) de f alrededor del punto de equilibrio x , resulta:

. , 1.,
%= f(x}Xl = f(x, )+ f (xl)(x—xl)+§f (x Jx=x F +... (2)
con f(x)=0y f’()cl)<0 por ser f decreciente en X, .

Cuando f'(x)=0, al linealizar se desprecia el
término cuadratico y por ende, la aproximacién en un
entorno de x,; resulta

X = f(x]x1 = F/(x Nx=x,).

Al evaluar el término lineal de (2), en valores de
X cercanos a X, por derecha y por izquierda, 0 sea en
x=(x+h) y en x=(x —h) respectivamente, con h>0,

se obtiene:
Fig.1l: Diagrama de fases de un sistema no % = f(xl+h] = f’(xl)(h)<0 3)
autéonomo x = f(x), cuyos puntos de equilibrio 4
SON X, Y X . y  X= f(Xl—h]xl = £ )-h)>0 (4)

Para reflejar la tendencia del sistema en un
entorno de los puntos de equilibrio, en el diagrama de fases se indica con flechas el sentido de la velocidad x .
Cuando las flechas convergen al punto de equilibrio, éste resulta estable, mientras que cuando diverge resulta
inestable.

Al visualizar el diagrama de fases presentado en Fig. 1, y de acuerdo con los signos de (3) y (4), se
concluye que el punto de equilibrio en x = x; resulta estable (flechas convergentes). Esta conclusion no es un



hecho menor ya que en DNL se demuestra que cualquier trayectoria en un entorno de un punto de equilibrio

estable convergera hacia el mismo (de la Fuente, 2000).

Teniendo en cuenta que f es creciente en x,, al despreciar el término cuadrético y evaluar en el término
lineal de (2) en valores cercanos a x,, por derecha y por izquierda, se obtiene respectivamente:

®)
(6)

>'<:f(x2+h] = f'(x,)h)>0

)|E (% J=h)<0

y X‘f(xz

A partir de los signos de (5) y (6) se concluye que el punto de equilibrio en x = x, resulta inestable, hecho

que se puede visualizar en el diagrama de fases (en Fig.
1, flechas divergentes en un entorno de x,). De

acuerdo a resultados de la teoria de DNL, si f (x) es una

funcion escalar, cualquier trayectoria en un entorno de
un punto de equilibrio inestable divergira del mismo
(de la Fuente, 2000).

El procedimiento que se ha descripto se aplicara
a un sistema autonomo para analizar su estabilidad. A
partir de su desarrollo se podra valorar la importancia
del método para incorporar al anélisis un conocimiento
a priori de las tendencias de las trayectorias temporales.

Sea un sistema autonomo cuya funcion escalar
es:

x=f(X)=x-x3 (7)
mediante su diagrama de fase (Fig. 2) se puede predecir
las diferentes tendencias hacia o desde los puntos de
equilibrio que rigen el comportamiento de la funcién.
Se observa que este sistema es estable en los puntos
X =—1Yy X3 =1 mientras que en x, =0 es inestable.

Ar)'(

Fig.2: Diagrama de fase del sistema auténomo
x=f(x)=x-x>

Las condiciones iniciales, si bien no intervienen en la dindmica de la trayectoria, influyen en como se
acomodan alguna de dichas tendencias a lo largo del tiempo (Fig. 3.).

del sistema

diferentes

Fig.3: Trayectorias temporales
autonomo  x=f(x)=x-x>  para
condiciones iniciales.

Aplicando a (8) el método de fracciones simples se obtiene: {In|x| +%In|1— x|—%|n|1+ xq

de donde se deduce la relacion existente entre x y t :

2 2(1 _
Clox) _ Bln) g g
1+x 1+ X

En dicha figura se muestra el tipo de
trayectoria temporal prevista para diferentes
condiciones iniciales (se tomaron cuatro valores
iniciales diferentes que pueden leerse sobre el eje x
para t=0). Se puede visualizar la tendencia a la
estabilidad en un entorno del punto x; =-1 vy del

punto x; =1, y la tendencia a la inestabilidad cerca
del punto x,=0, y que dichas tendencias son

independientes de los valores iniciales que se asignen
en un entorno de los puntos criticos.
La expresion dada en (7) se puede resolver

mediante separacién de variables:
X

-[ (l x)(l+x -[dt

donde Xo es la posmon inicial de la trayectoria
temporal.

®)

X t

-1,

Xo

Cabe destacar que a pesar de que se logro encontrar la dependencia entre las variables x y t, es dificil a
partir de la (9) visualizar las tendencias a la estabilidad e inestabilidad del sistema auténomo descripto en (7).
Esto realza la importancia y simplicidad del analisis de estabilidad presentado.



Consideremos ahora, que si bien la aproximacién lineal alrededor de los puntos de equilibrio permite
predecir las tendencias de los sistemas autdnomos definidos por la (1) x = f (x), el analisis puede no llegar a ser
suficiente para entender el comportamiento de los mismos frente a variaciones de los pardmetros mas relevantes.

En efecto, consideremos en esta segunda instancia (Dinamica Comparativa) el siguiente sistema
auténomo:

x=f(xa)  (10)
con x=x(t,a), X=Xt @) y a cualquier parmetro escalar o vectorial relevante del sistema.

Esta nueva dependencia no afecta la determinacion de los puntos de equilibrio dados por los ceros de (10),
pero la inclusién de « en el andlisis produce una injerencia directa en el comportamiento del sistema alrededor
de los puntos de equilibrio, segin los posibles valores que pueda tomar « .

Al derivar la (10) respecto del parametro « , se obtiene:

6)'((’[,0:): af[x(t,a),a]*ﬁ+ o[ x(t, )] (11)
Oa OX Oa oa
Considerando x = X(t,«) diferenciable, se cumple
; 2 2
x(t, @) _0 x(t,@) _0 x(t,) 5 (12)

oa otoa da ot “
y, la expresion dada en (11) se puede escribir como una ecuacion diferencial lineal en el parametro « , a lo largo
de una trayectoria definida x(t,a):
x, = f [xta)alxx, +f [xta)a] (@3)
La resolucion de la (13) no resulta simple para
cualquier estado de una posible trayectoria, salvo en el
caso en que se inicialice en un estado estacionario, de

manera que se la pueda evaluar a lo largo de una
trayectoria constante, en cuyo caso resulta:

Xy (0)=x, () +[x, 0)-x, (e €' T 4

con x, () lasoluciénde x, =0, con lo cual

Ar X
X, (oo) - M (15)

fx[x(t,a),a]

X

a<0

Apliquemos este enfoque al estudio del sistema 0
definido en (7). Para ello se replantea la (7), de acuerdo
con:

>'(=f[X(t,a),a]=aX—X3 (16)

Realizando un andlisis de estabilidad de manera 4 %
similar que en el ejemplo anterior, se obtienen tres a>0
posibles casos de acuerdo a los valores del parametro
a (Fig. 4):

Si ¢ < 0 existe un solo punto de equilibrio que es — o 0 p
Xx=0 y resulta estable.

Si a =0 el origen continlia siendo estable, aunque
la trayectoria exponencial no decae rapidamente en el
tiempo dado que al desarrollar por Taylor, desaparece
el término lineal tambien. Fig.4: Diferentes comportamientos del sistema

Si >0 el punto de equilibrio en x=0 deja de ser (= f[x(t, )= 3 inl I d
estable y aparecen dos puntos nuevos de equilibrio, X= XL ajo]=aX=Xx", segun fos valores de a

simétricos respecto del anterior, en X=i\/;, que

resultan ser estables.
De manera similar al anlisis efectuado a partir de (2), se desarrolla en serie de Taylor, alrededor de x=0
y de « =0, dado que en estos valores la (16) presenta una bifurcacion, segun:

i(ta)= f[xta)al, g, o = (00)+ £,00)x+ fa(O,O)a+%[fxx(0,0)x2 121,00+ f,,002% ). (@7)

con W:%*(f[xﬁ,a)ahxa) (18)



of [X(t, a),a]

y — - X
oa

de acuerdo con (10) y (13).

=x, = i, [x(t,a)a ]x, + f,[xt,a)a]

(19)

Al incorporar la (18) y la (19) al desarrollo obtenido en (17), se procede a evaluar, al igual que antes, en
un entorno del punto de equilibrio. A partir de este anlisis, se puede resumir la informacidn obtenida graficando
la dependencia de x(t,a) en funcién del parametro « , para cada tiempo fijo, como se muestra en la siguiente

figura (Fig. 5):

Fig.5: Grafico de x(t,«) en funcién
del parametro « , para cada tiempo
fijo. Bifurcacion obtenidaen x=0

AX
x=+a
estable
Xx=0 inestable a
estable 0 g

x=—a

estable

APLICACION

En esta seccidn se aplica la técnica expuesta a un ejemplo concreto sobre crecimiento de poblaciones
(Strogatz, 1994). La ecuacién diferencial que se propone en este caso para representar la evolucién dindmica de

dicho crecimiento es:

N =RN [1—%]— p(N)  (20)

donde N(t) representa la cantidad de habitantes actual de una poblacién

R latasa de crecimiento

K la capacidad de migracidn desde o hacia otros lugares
p(N) el factor de mortandad debido a alguna catastrofe o epidemia

Asumiendo que p(N) se comporta segiin una
- - . BN? _

ecuacion logistica del tipo p(N)=——— (fig 6),
A°+N
(Ludwig et al, 1978) donde B representa el nivel de
saturacion que se alcanza a partirde N = A

Al reemplazar esta Ultima ecuacién en (20), se
obtiene

N BN 2

N=RN[l-— |- —— 21
( Kj A2 4 N2 e

4 p(N)

N

A

Fig.6: Comportamiento logistico del factor de
mortandad p(N)

Luego, eligiendo los siguientes cambios de variables para adimensionalizar la ecuacién, dados por:

x—ﬂ T—E r—E k—5 posteriormente
Attt e Y Y

reemplazarlos en (21), se obtiene

dx ( x] x2
—=r|1l-—| -
dr k) 1+x°

Los ceros de (22) representan los puntos de
equilibrio. Los mismos se obtienen cuando

2
rx [1—5]: X >
k) 1+x

0 sea, para x; =0 y para valores x, >0, que resultan
de resolver la ecuacion

r [1—% = X >
k) 1+x

En la fig. 7 se representan el grafico
correspondiente a la expresion que aparece en el primer

(22)

(23)

(24)

X

2

Fig.7: Resolucién grafica de la ecuacion (24).
Andlisis de estabilidad en un entorno de los

puntos de equilibrio X, , X,,, Xop Y Xy -




miembro de la ecuacion (24) (expresion lineal que depende de los parametros r y k), y el correspondiente a la
expresion del segundo miembro, que no depende de ningun parametro.

De acuerdo a los valores de los parametros r y k pueden observarse tres casos diferentes: que dichos
gréficos se corten en un solo punto, en cuyo caso X, es Unico, que haya tres soluciones para x,, 0 que haya dos

soluciones para x,, cuando la recta sea tangente a la curva.

Al pie de la fig. 7 se indica con el sentido de las flechas el signo de la derivada dada en (22), en un
entorno de los puntos de equilibrio, para el caso de tres soluciones para x, .

La fig. 7 permite pues, visualizar el efecto que se produce sobre la poblacion, cuando disminuye la tasa de
crecimiento, manteniéndose constante la capacidad de migracion. El crecimiento de la poblacion se encuentra
condicionado a los valores de dichos parametros, a pesar de que el factor de mortandad no dependa de los
mismos.

En base al analisis de signo en un entorno de dichos puntos de equilibrio, se concluye que x; =0 es

inestable y que la estabilidad de x, depende de los valores de los pardmetros r y k, que condicionan la
cantidad de puntos criticos. Si existe un unico x, solucion de la (24), resulta que x, es estable. En el caso en
que la recta dibujada en Fig. 7 es tangente a la curva, s6lo habréa dos soluciones para X, ; en un entorno del punto

de tangencia la derivada (22) conserva su signo (g—x <0), produciéndose una bifurcacion. Al aumentar el
T

parametro r, manteniendo fijo k y superada la situacion de tangencia entre las curvas de Fig.7, se producen
otros puntos de equilibrio adicionales que, alternan la estabilidad del sistema: x,, es estable, x,, es inestable y

X, Vuelve a ser estable.

CONCLUSIONES

o Los sistemas no lineales tienen en la mayoria de los casos comportamientos muy diferentes de acuerdo
con los valores que tomen los pardmetros méas relevantes del modelo dindmico que lo describa. Ademas, la
extremada sensibilidad que se manifiesta con respecto a las condiciones iniciales de cada trayectoria, sugieren un
Ilamado de atencidn en la simplificacion de los modelos matematicos que se utilizan.

o El caracter interdisciplinar y universal de la DNL permite abarcar probleméticas fuera del &mbito de la
Fisica e Ingenieria, en donde se trabaje con modelos que reflejan mas adecuadamente las situaciones reales. Este
hecho condiciona el grado de verosimilitud en las predicciones, ain cuando se conozca por completo la
evolucion temporal de cada variable que intervenga en el modelo.

e La incorporacion de los diagramas de fase al analisis y estudio del comportamiento de los sistema
autbnomos, permite contar con una herramienta muy Util y necesaria, principalmente en aquellos casos en donde
no se pueda resolver explicitamente la dependencia temporal de las variables dindmicas involucradas en el
modelo. Las trayectorias producidas en los diagramas de fase se obtienen a partir de los estados dindmicos que se
caracterizan por cambiar continuamente las condiciones de contorno para el proximo estado. Si bien esta
alternativa aparenta ser matematicamente menos rigurosa, en la mayoria de los casos se puede prever una
solucidn sin tener que resolver analiticamente el sistema de ecuaciones.

e Creemos conveniente introducir técnicas de la DNL en cursos de analisis de las carreras de Ingenieria,
para que, dado un problema, los alumnos ademas de resolverlo interpreten la injerencia de las condiciones
iniciales y puedan visualizar tendencias.
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