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RESUMEN

Las soluciones graficas, hablan mas que mil palabras. Algunas de nuestra experiencia en la
ensefianza de la Matematica Superior, de la FRT,UTN, nos alientan a realizar esta
presentacion.

En los modelos donde se puede representar curva tiempo-estado se muestra que al elegir de
manera apropiada los intervalos para las variables pueden crearse graficas curiosas e inusuales
que, por decirlo asi, cuentan una historia. Este aspecto de la representacion de graficas
cientificas y matematicas es de suma importancia, ya que sobre todo se precisa que las
graficas den informacion del comportamiento de las soluciones. Si la representacion grafica es
mala, entonces no surgira la informacion.

Las investigaciones contemporaneas sugiere que las oscilaciones misteriosas y los cambios de
comportamiento de los sistemas fisicos pueden explicarse con frecuencia en términos de una
bifurcacion.

Al parecer, las oscilaciones de las concentraciones en un reactor quimico, los ciclos de vida de
una c¢lula y los ciclos limites de Van de Pol en un circuito eléctrico se disparan cuando
cambia un pardmetro de un sistema y ocurre una bifurcacién de Hopt o de algln otro tipo.
Verificar las condiciones de una bifurcacion no siempre es sencillo. Una vez que se ha
identificado un posible parametro de bifurcacion en el sistema, es posible usar graficas de
computadoras para desplegar pruebas visuales de que ha ocurrido una bifurcacion.

1. INTRODUCCION

Se estudi6 el modo en que también podemos hallar movimientos cuasiperiodicos y toroides.
Sabemos que el origen es un centro en un sistema linear planar cuando los eigenvalores son complejos
conjugados puramente imaginarios. Todas las trayectorias en un centro(excepto por el origen) se
encuentran en elipses (o circulos) que rodean al origen.

Para tal fin se empled programas de solucion numérica con objeto de observar cdmo cambian las
soluciones cuando se modifican los datos iniciales y los coeficientes de las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO).

El espacio fasico, espacio de fases o diagrama de fases es una construccion matematica que permite
representar el conjunto de posiciones. Es decir, cada punto del espacio fasico representa un estado del
sistema fisico. Para este caso se recurrio a un ejemplo de la ecologia.

En este trabajo presentamos también ejemplos de sistemas que utilizan ode45 .

Para algunos sistemas tuvimos que en lugar este funciéon emplear una elaborada en nuestro laboratorio
denominada eulerbis?.

2. DESARROLLO

Una manera de visualizar el movimiento cadtico, o cualquier tipo de movimiento, es hacer un
diagrama de fases del movimiento. Algunas veces el movimiento representado con estos
diagramas de fases no muestra una trayectoria bien definida, sino que ésta se encuentra errada
alrededor de algiin movimiento bien definido.



Verificar las condiciones de una bifurcacion no siempre es sencillo. Una vez que se ha
identificado un posible pardmetro de bifurcacion en el sistema, es posible usar graficas de
computadoras para desplegar pruebas visuales de que ha ocurrido una bifurcacion.

2.1 Atractor de Lorenz

x, =0(x, —x))

Xy = PX; — X, — XX
Xy = _ﬂx3 + XX,

function f=f14 6 1(t,x)
sigma=10;beta=8/3;rho=28;
f=[sigma*(x(2)-x(1));rho*x(1)-x(2)-x(1)*x(3);-beta*x(3)+x(1)*x(2)];

Se observa el sistema de ecuaciones diferenciales puede agrupar en una funcion denominada
en este caso como fl4 6 1 a los efectos de codificar la misma para ser empleada en
innumerables software matematico sea libre o no. Responde de una manera sencilla a la
expresion matematica del sistema solo separad cada expresion por punto y coma.
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Fig. 1 Atractor de Lorenz
2.2 Ejemplo presa y depredador

Aqui presentamos un sistema de conejos y zorros para poder observar que se los analiza de
una manera similar al caso anterior.

c =ac—fxz
z =’ +&z

Para realizar un campo de direcciones se recurre a un comando del software matematico
denominado quiver.

function dy=presarapaz(t,y)
a=0.4;b=0.01;g=0.01;d=0.01;
c=y(1);



z=y(2);
dc=a*c-b*c*z;
dz=-g*z"2+d*c*z,
dy=[dc;dz];

La funcion que hemos creado ahora se denomina presarapaz, introducidos los valores
constantes se procedid como en el caso anterior a declarar dos C de conejos como c=y(1) y z
de zorros como z=y(2) a partir de esta aclaracién se observa que responde a la expresion
matematica del sistema, el asterisco representa por y el signo circunflejo elevado a, z*2.

Para convocar al comando quiver se debe realizar el siguiente codigo:
y1=0:4:80;y2=0:4:80;t=0;

[Y1,Y2]=meshgrid(y1,y2);

for j=1:21

for i=1:21

dy=presarapaz(t,[ Y 1(i,j),Y2(1,))]);

dY1(i,j)=dy(1);

dY2(i,j)=dy(2);

end

quiver(Y1,Y2,dY1,dY2)
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Fig. 2 Campo de direcciones

Y finalmente se invoca la funcién y se mantiene el campo de direcciones para dar el
resultado:
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Fig. 3 Zorros y conejos y punto critico

2.3 Toroide lineal de cuatro dimensiones

Sabemos que el origen es un centro en un sistema lineal planar cuando los eigenvalores son
complejos conjugados puramente imaginarios. Todas las trayectorias en un centro(excepto
por el origen) se encuentran en elipses (o circulos) que rodean al origen.

Supongamos que realizamos el analisis con una matriz en forma normal de Jordan

0 -01 0 0
s_|01 0 0 0

“lo o 0 23
0 0 -+23 0

El sistema lineal asociado se desacopla en dos sistemas planares:

x, =—0.1x,

x, =0.1x,

y

x; =+/23x,

x, =—/23x,
Sea -2 1 3 4

-1 2 2 1

P=
1 4 1 0
0 0 2 1

Y observemos que el det(P)=27, por lo cual P es invertible. Ahora sea : A=PBP™' de modo que
A es solo una matriz cuya forma normal de Jordan es B. Calculamos A y resulta ser:

10.6722 —16.0417 5.4028 —12.2597
5.3472  —-8.1375 2.7569 —-3.6597
2.1574  -3.5194 1.1954 -0.3144
5.3287 —=7.9931 2.6644 —3.7301



Podemos comprobar que los eigenvalores de A son +-0.11 y +-4.7958i
Ahora calculamos la solucion del sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
X’=AX donde la funcién A*x se guarda en una funcion:

function f=f14 5 1(t,x)

A=[10.67221819995419 -16.04166063326462 5.40277576664376 -12.25971759661399;
5.34722021108821 -8.13749698329898 2.75694343887744 -3.65972081442841;
2.15740660295380 -3.51944323776403 1.19536996814357 -0.31435165073845;
5.32870169256969 -7.99305253885453 2.66435084628484 -3.73009118479878];
f=A*x;

La imagen del espacio fase se puede ver en tres dimensiones(con solo pasar por alto una

coordenada). Las proyecciones de esta trayectoria en el hiperplano x,x,x,
y enel hiperplano  x x.x,

Dan por resultado las figuras 4 y 5
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Fig. 4 Trayectorias hiperplano x,x,x,



] Figure 1
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Fig. 5 Trayectorias hiperplano x,x,x,

2.4 Un Toroide en tres dimensiones

No es obvio, pero es cierto, que las soluciones de sistemas no lineales de tres ecuaciones
diferenciales también pueden tener dos soluciones cuasiperiodicas de dos frecuencias. No se
va a plantear la teoria para resolver este ejemplo, pero con las técnicas numéricas nos
permitiran visualizar que estas soluciones existen.

Considere el sistema autonomo no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias :

function f=f14 5 3(t,x)
f:[(x(3)-0.7)*x(1)-3.5*x(2);3.5*x(1)+(x(3)-O.7)*x(2);0.6+x(3)-x(3)"3/3-(x(l)"2+x(2(1+0.25*x(3))];

Ig Figure 1
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Fig. 6 Espacio fase que muestra movimiento de un toroide con condicion inicial

3. CONCLUSIONES

La experiencia en la ensefianza de Matematica Superior, asignatura de tercer afio de la carrera
Ingenieria de Sistema de informacién de la facultad Regional Tucuman, Universidad Tecnoldgica
Nacional, nos permite realizar este analisis.

Un retrato de fase es una representacion geométrica de todas las trayectorias de un sistema dindmico
no plano. Cada curva representa una condicion inicial diferente. Un retrato de fase es una herramienta
valiosa en el estudio de los sistemas dinamicos autonomos de segundo orden. La configuracion de las



curvas en el espacio de fase revela informacion sobre la existencia de atractores, repulsores, ciclos
limite.

Ciclos,bifurcaciones y caos : La orbita de una oscilacion periddica en el espacio de estados se
denomina Ciclo. Ejemplo de ciclos lineales es el oscilador armoénico y de los no lineales del sistema
depredador-presa de Lotka-Volterra. Aqui presentamos un ejemplo similar.

Se muestra que al elegir de manera apropiada los intervalos para las variables pueden crearse graficas
curiosas e inusuales. Este aspecto de la representacion de graficas cientificas y matematicas es de
suma importancia, ya que sobre todo se precisa que las graficas den informacion del comportamiento
de las soluciones. Se empled QTOCTAVE , software libre sobre plataforma también libre Linux.
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