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Resumen
Hoy en dia existen diversas ramas de la ciencia que generan conjuntos complejos de datos que constan de

una gran cantidad de variables, las cuales, deben ser analizadas estadisticamente; pero el analisis se torna
complejo al utilizar métodos estadisticos comunes. La utilizacion del analisis estadistico multivariante permite
encontrar relaciones entre las variables de respuesta, las unidades experimentales y la interaccion de ambas.
Presentamos el desarrollo de un proyecto de analisis estadistico con el uso de técnicas PCA (Analisis de
Componentes Principales), y se obtuvo un polinomio caracteristico, los valores y vectores propios de la matriz
de correlacion obtenida de los datos generados para las variables de respuesta utilizando software matematico.

Introduccién

El analisis multivariado se refiere a todos los métodos estadisticos que analizan simultaneamente medidas
multiples de cada individuo u objeto sometido a investigacion; entonces, cualquier andlisis simultaneo de dos o
mas variables puede ser considerado como un analisis multivariable. El analisis multivariado considera como
elemento esencial un valor tedrico, el cual es una combinacion lineal de variables.

Antecedentes

El andlisis multivariado integra un conjunto de técnicas, entre las més conocidas se encuentran: 1)
regresién mdltiple y correlacién mdaltiple; 2) anélisis discriminante multiple; 3) componentes principales y
andlisis factorial comln ; 4) analisis multivariable de varianza y covarianza; 5) correlacién canonica; 6) analisis
cluster; 7) analisis multidimensional y 8) analisis conjunto.

El presenta trabajo se refiere al andlisis de componentes principales, se presentara el procedimiento para
analizar datos experimentales con este método utilizando software matematico.

El analisis de componentes principales es una técnica estadistica cuyo el objetivo es reducir las variables
provenientes de un conjunto de datos amplio perdiendo la menor cantidad de informacion posible. Esta sintesis
de informacion genera componentes principales o factores que son una combinacion lineal de las variables
originales, estos componentes son independientes entre si.

El andlisis de componentes principales (ACP) tiene distintas fases: 1) analisis de la matriz de correlacion,
2) seleccion de los factores, 3) analisis de la matriz factorial, 4) interpretacion de los factores y 5) calculo de las
puntuaciones factoriales. EI ACP se basa en la obtencion de valores y vectores propios de la matriz de
correlacion.

Métodos y Procedimientos

Los vectores y valores propios son caracteristicos de una matriz ya que contienen informacién importante
acerca de la naturaleza de la misma. En problemas matematicos que involucran transformaciones lineales T:
V—W, resulta 1til encontrar un vector v en V tal que Tv y v son paralelos; es decir, se busca un vector v y un
escalar A tal que Tv= 1A v, siv# 0y A satisface Tv = A v, entonces A se denomina valor propio o caracteristico
de T para el valor A.

Definicion: Sea A una matriz de n X n con componentes reales. El niimero A (real o complejo) se
denomina valor propio de A si existe un vector diferente de cero v en Rn tal que:

Av = v

El vector v # 0 se denomina vector propio de A correspondiente al valor caracteristico de A. El conjunto
de todos los vectores propios correspondientes a A, junto con el vector cero, se denomina espacio propio o
caracteristico de 1y se puede denotar por E ;.

Para una matriz A de n x n se cumple que A es un valor caracteristico de A si y s6lo si:

P(%)= det (A— AD)=0

La ecuacion anterior se denomina ecuacién caracteristica de A; P(1) se denomina polinomio
caracteristico de A.
El ejemplo siguiente presenta la obtencidn de valores y vectores caracteristicos de una matriz de manera manual.
Ejemplo 1: Determinar polinomio caracteristico, eigenvalores y eigenvectores de la matriz A.
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4 6 6
A=|1 3 2
-1 -5 -2

a) Obtencidn del polinomio caracteristico mediante P(1)= det (A — A1)

4 6 6 100
P(1)=det/{1 3 2|-2|/0 1 0
-1 5 -2 0 01
Calculando el valor del determinante se obtiene el polinomio caracteristico de la matriz A que es:
P(A)=-13+512-81+4

El teorema fundamental del algebra dice que cualquier polinomio de grado n con coeficientes reales o
complejos tiene exactamente n raices (contando multiplicidades); de modo que, cualquier valor caracteristico de
A es una raiz del polinomio caracteristico de dicha matriz.

b) Calculo de los valores propios

Las raices del polinomio caracteristico de la matriz representan los valores propios o caracteristicos de la
matriz A.

Calculando las raices del polinomio P(1)= — 43+ 54 — 81 + 4 se obtienen los eigenvalores, para este ejemplo son:
P()= (-1)(4-2)(1-2)
M=1, 1,=2, A3=2
c) Obtencion de los vectores propios

En el ejemplo se obtuvieron tres valores caracteristicos: 1,=1, 1,=2, 13=2, se presenta multiplicidad para
el valor 2, por tanto se formaran 2 vectores propios que son linealmente independientes.

Para 1,=1.

Establecer un sistema de ecuaciones homogéneo de la forma (A — Al)v = 0, con lo cual se obtendra el
vector caracteristico correspondiente a 4;=1:

1. Obtener la matriz (A —Al)

4-1) 6 6
(A=Al = 1 (3-4) 2
-1 -5 (-2-2)
2. Sustituir el valor A;=1
[(4-1) 6 6
[A-(DI]= 1 (3-1 2
i -1 -5 (-2-1
3 6 6
=11 2 2

-1 5 3



3. Generar y resolver el sistema (A —Al)v =0

3 6
1 2
-1 -5
Resolviendo con Gauss Jordan
3 6
1 2
-1 5 -3 |

Asi, x;= — 4/3x3, X,= — 1/3%5. Un vector caracteristico es

Para 1,=2, un vector caracteristico es

El ejemplo siguiente presenta el andlisis de componentes principales que se realizd en datos
experimentales sobre contaminacion en suelos, el procedimiento matematico realizado es similar al presentado
en el ejemplo 1. La obtencion de los componentes principales requiere calcular los valores y vectores
caracteristicos de la matriz de correlacion, para hacer este procedimiento méas rapido se utiliz6 el paquete

estadistico Minitab 14.

Los datos obtenidos por el investigador se capturan en la hoja de trabajo de Minitab:
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Figura 1. Datos capturados en la Hoja de trabajo de Minitab



Para realizar el analisis estadistico se utiliza la secuencia Stat + Multivariate + Principal Components:
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Figura 2. Menu para anélisis de componentes principales

Minitab genera salidas gréaficas y numéricas Utiles para el analisis de los datos. Con los datos capturados
se obtiene el ACP, la primera parte consiste en un analisis de los valores propios de la matriz de correlacion, en
este caso se obtienen seis valores caracteristicos ya que la matriz de correlacién es de 6x6. Cada valor
caracteristico representa una proporcion de la varianza total de los datos, al sumar este porcentaje se explica el
100% de la varianza de los datos, esta informacion se presenta en la Tabla 1.

Tabla 1. Eigenanalisis de la matriz de correlacién

Eigenvalor 4.3865 0.8168 0.5761 0.1615 0.0542 0.0049

Proporcion 0.731 0.136 0.096 0.027 0.009 0.001

Acumulado 0.731 0.867 0.963 0.990 0.999 1.000

Como se menciond anteriormente, cada valor propio genera un vector propio, estos vectores propios se
Illaman Componentes principales y cada uno presenta una combinacion lineal de las variables estudiadas. La
tabla 2, muestra los Componentes principales:

Tabla 2. Componentes principales

Variable PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6
PPM Co -0.472 0.064 -0.075 0.175 0.395 0.762
PPM Cr 0.345 0.176 0.886 0.041 0.064 0.244
PPM Cu -0.446 -0.234 0.323 0.199 0.545 -0.552
PPM Mn -0.427 -0.279 0.250 -0.782 -0.242 0.089
PPM Pb -0.267 0.912 -0.011 -0.221 0.044 -0.215
PPM Zn -0.454 0.023 0.205 0.518 -0.695 -0.022




Las graficas permiten comparar la interaccion entre los primeros dos componentes principales ya que en
ellos se concentra la mayor proporcién de la variabilidad en los datos.
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Figura 3. Graficos de interaccion de componentes principales y varianza acumulada
Conclusiones

La ensefianza en asignaturas del area de matematicas, en muchos casos carece de aplicaciones que puedan
ser utilizadas por los estudiantes en otras areas, esto en ocasiones genera desinterés por parte de los alumnos y
afecta significativamente el aprendizaje; el trabajo presentado muestra una aplicacién para el tema de valores y
vectores caracteristicos que se imparte dentro de la asignatura Algebra Lineal e integra el manejo de una
herramienta tecnoldgica que facilita el manejo de la informacién.
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