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Resumen

En este trabajo se presenta una propuesta didéctica utilizando nuevas tecnologias para la ensefianza de dos temas
de algebra lineal numérica, pertenecientes al capitulo de la solucion numérica de sistemas de ecuaciones lineales,
el método de gradiente conjugado y el método del descenso optimal de maxima inclinacion, que se ensefian a
alumnos de tercer afio de la carrera de Ingenieria Electronica en la asignatura Calculo Numérico. Para la
implementar la propuesta didactica se realiza una programacion utilizando la interfase grafica de MATLAB,
GUI (graphical user interface). La herramienta diddctica innovadora es la utilizacion de esta GUI,
conjuntamente con una guia de actividades que ordenan y articulan la secuencia didactica.

Considerando la unidad didactica “algebra lineal numérica”, y con el objetivo de aumentar la comprension de los
métodos iterativos del algebra matricial que en esta propuesta didactica se mencionan se utiliza una nueva
herramienta computacional que permita la visualizacion de estas técnicas iterativas y proporcione resultados
numéricos que permitan entender visualmente definiciones como, direcciones conjugadas. En esta GUI de
MATLAB se aborda, principalmente, la interpretacion grafica de los métodos numéricos y las condiciones
requeridas para su aplicacion. Para su disefio se ha tenido como eje la idea de que para ensefiar a los alumnos un
concepto matematico o método numérico se debe presentar la reunion de registros de representacion semidtica,
y su coordinacion . El disefio propuesto, para dar tratamiento al tema ha sido elaborado con el software
MATLAB. Este software permite integrar tres aspectos como lo son: la computacion numérica y simbolica, su
visualizacion, y su ambiente de programacion.

Objetivos

El objetivo principal es la visualizacion interactiva de gradiente conjugado y descenso optimal de maxima
inclinacion (también conocido como gradiente de paso optimo) 'y realizar un estudio comparativo de los
métodos Jacobi, Gauss Legendre, sobre relajacion y gradiente conjugado, en graficos semilogaritmicos, del
error absoluto aproximado (en una cierta norma) versus el nimero de iteraciones. La utilizacion de esta GUI,
permite verificar los calculos realizados en actividades practicas. En consecuencia se debe integrar a una guia de
actividades que permita implementar la secuencia didactica.

La ingenieria didéctica esta basada en los ejes tedricos de:_visualizacion interactiva y teoria de registros
semioticos e imagen conceptual, provenientes de la didactica de las matematicas.

Marco tedrico

En calculo numérico el método de gradiente conjugado es una técnica iterativa para resolver sistemas de
ecuaciones lineales cuando la matriz de coeficientes es simétrica y definida positiva, esto es, A = AT (matriz
simétrica) conjuntamente con la condicion x' Ax >0 x #0

(A definida positiva).

Los vectores x e y son conjugados con respecto a A, si se verifica:

x' Ay =0.Es evidente que x e y son vectores linealmente independiente.
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y en consecuencia de direcciones mutuamente conjugadas. { py }* k=1 define una base en R".

. k .
Supongamos que en R”, tenemos un conjunto { P } ¢= vectores mutuamente conjugados,

La solucién de Ax=b, se denota X" y se puede escribir como combinacién de los vectores de la base, { Di }/:T .
k=n
b=Ax'=A Y a,p,
k=1
Sabiendo que p;' A py=0 si iZk y ademas p, A py=(|p«la)’,laexpresion anterior, permite
despejar a . al premultiplicar por p © miembro a miembro, obteniéndose:
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La idea central que se pretende visualizar conjuntamente con el método iterativo es la siguiente: la solucion de
un sistema Ax = b siendo A simétrica y definida positiva, puede obtenerse buscando el punto en el que alcanza
el valor minimo el funcional



J(x,%,,005X,) =%xTAx—bTx+c

Que sea simétrica y definida positiva, determina que el punto critico sea un minimo.
Como ilustracion se elige J: ROR asi definido J (x ) =1/2 A x> — bx + ¢ con A>0 niimero real.
J tiene un punto punto critico en x: dJ /dx = A x* -b=0 A x" = b (igual forma de un sistema de ecuaciones
lineales) y finalmente x*=A /b . Luego  d*J / dx* = A>0 (x* minimo) .

. . 1 ay ap | % b,

En dos variables el funcional es: J(x,,x,) =| — (x1 , X, ) - (xl X, +c
2 ay Ay \ X b,

Su grafica es un paraboloide eliptico o de revolucion y su minimo es la solucion del sistema
Ax=bh.
La importancia de la visualizacion y la imagen conceptual
La imagen conceptual es la primera asociacion mental no verbal que aparece en nuestra mente cuando el
nombre del concepto es evocado (Hitt,Fernando,2000).
Puede tratarse de una impresion visual o una coleccion de impresiones o experiencias. si bien estas imagenes
visuales, experiencias pueden luego traducirse en forma verbales, no es asi como aparecen en primera instancia.
Para adquirir un concepto no es suficiente con memorizar su definicion, debe poseerse una imagen conceptual
del mismo. es decir, que el aprendizaje, la comprension, la aplicacion y desarrollo de los conceptos matematicos
involucra la construccion de un cierto tipo de estructura mental: la imagen conceptual
La utilizacion de la computadora como herramienta cognitiva favorece el disefio de “situaciones de accién,
formulacién y validacion” e “institucionalizacion” (Brosseau 1986, citado en el libro Matematica educativa,
Farfan, Maria Rosa y otros).
Sucesion de pantallas que permiten la visualizacién
Pantalla inicial
Se ilustra una botonera con los distintos métodos iterativos del algebra matricial. Si se pulsa sobre gradiente
conjugado se abre una ventana, donde existe un menu de opciones.
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Metodo Gradiente Conjugado

Al pulsar sobre visualizacion métodos tipo gradiente y luego sobre ejemplo 1, se despliegan las sucesivas
pantallas que ilustran las graficas asociadas al funcional
1 ay an | X b,
J(x,x,)=| = (xl , X, ) - ()C1 X, ) +c¢ , conjuntamente con las curvas de nivel.
2 21 Axn \ X2 b,
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Grafica del funcional cuadratico, para una A predefinida. Todos las pantallas que se muestran a continuacion, se
van sucediendo con una pausa que puede regular el docente en su exposicion o el alumno cuando la manipule
directamente, puesto que puede acceder directamente al codigo del archivo.m de matlab.

grafica de la cuadratica J{xj= (VZ}Xt Ax-blxc

La pantalla siguiente ilustra el la superficie paraboloide eliptico junto con la proyeccion de sus curvas de nivel

grafica de la cuadratica para 1 de R? - J{g= (12 A x - b' x +¢ junto con curvas de nivel




Esta pantalla muestra las curvas de nivel, puesto que la sucesion de puntos x del método iterativo se visualizan
en este plano.

“e No. 2: METODO DE GRADIENTE COMJUGADO
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La esferita azul en la grafica indica el punto inicial o punto semilla que se fija para dar arranque al método.
Obsérvese los dos tipos de registros, coordinados, grafico y numérico.
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Puede observarse el mecanismo del método paso a paso. Se indican las direcciones conjugadas y las
coordenadas de los puntos sucesivos x®.
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‘e No. 2: METODO DE GRADIENTE CONJUGADO
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A continuacion el método de descenso optimal de maxima inclinacion superpuesto, en linea verde. Esto es, en
cada punto se determina la direccion de maximo descenso y el tamafio de paso en esa direccion.
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La esferita color rojo indica la solucion exacta. En cada paso se indica el registro numérico de las coordenadas
del punto. Puede observarse como la sucesion de punto de gradiente de paso optimo determina exactamente la
recta del método de gradiente conjugado.
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Interactividad para visualizar el proceso

Se pueden cargar los valores de la matriz A, b que determinan el funcional cuadratico
1 ap 4dp | X% b,

J(x,x,)=| = (xl,xz) - (x1 xz) +c , y el valor inicial x,. Cada vez que se
2 ay Ay \ X b,

pulsa el botdn aceptar se abre una nueva ventana para cargar los datos restantes.
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ingrese la matriz columna b, de A x© = b

|

ACEPTAR MENU PRINCIPAL YER CODIGOD

o S S S IS ST, SRS SYSIT R SO S - TS S S I - S S S 1. W

INGRESO DE DATOS DE LA MATRIZ A FACTORIZAR [=][=

ingrese el wector columna inicial =0

T
=

ACEPTAR MENU PRINCIPAL




Para hacer un estudio del comportamiento del método de Gauss Seidel, Jacobi, Sobrerelajacion y gradiente
conjugado, el alumno va disponer de esta herramienta interactiva, a partir de la cual puede verificar hipotesis de
la teoria acerca de la rapidez de convergencia. En la siguientes imagenes queda ilustrado el proceso
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. grafica semilagaritrmica error absoluto aproximada versus numero de iteraciones para gradiente conjugada (en azul)
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Conclusiones

Disponer de una herramienta computacional, que permita visualizar el

mecanismo de iteracion es de suma

importancia en métodos numéricos. Permite simultaneamente verificar las actividades realizadas con lapiz y
papel. Este disefio, se integra con una guia de actividades (no desarrollada en este trabajo), que ordena la
secuencia didactica. Cabe mencionar que esta secuencia fue ensayada en actividades de laboratorio, obteniendo
gran aceptacion por parte de los alumnos generando una participacion activa.
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