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Resumen.

El objetivo de este trabajo es mostrar un anadistse los pasos necesarios en la aplicacion dekefa de
Bayes o de las Probabilidades Inversas y preskrgarincipales errores e interpretaciones incoasea partir

de estudios empiricos realizados en distintos graf@oalumnos de la asignatura Probabilidades, reeraa de
Ingenieria. Comenzamos mencionando algunos probkleémeersos en distintas ramas de la ciencia, como
también la clasificacion de estos problemas. Sehksten estrategias adecuadas para la ensefarizameha
mencionado, presentando esto a través de dos prafle&Se presta especial atencion a que la verasinie

una evidencia, se deba a una supuesta causa, depetadprobabilidad a priori de la causa.

1. Introduccién

1.1 Problemas directos e inversos

Investigar es de alguna manera resolver proble®msintenciéon de dar una clasificacion rigurosa, en
principio se puede hablar de problemas directowersos. Loproblemas directgsseguin Groestch, (Groestch,
1999) pueden ser vistos como aquellos en los queraee la informacion necesaria para llevar a oao
proceso bien definido, estable, que lleva a unealswlucion. La resolucion de un problema direztono hallar
las raices de una ecuacién algebraica o predexieflectos de una accion, significa analisis o razvento
progresivo, desde las premisas hasta llegar atadusiones.
En cambio, si dada cierta informacién sobre lo®nres de algunas cantidades medidas, se utilizacioekes
tedricas para obtener informacion devakres del conjunto de parametros, se estaraviesdb unproblema
inverso(Tarantola & Valette, 1982). La resolucién de pesbas inversos involucra sintesis 0 razonamientos
regresivos, desde las conclusiones hasta llegas gremisas, de los efectos a sus causas. Lossprabl
inversos presentan gran dificultad debido en gramepa que, o bien tienen mdltiples solucionesem lsion
insolubles (Bunge, 2006) y se presentan habitudknem la practica profesional de muchas carreras y
profesiones. Por ejemplo

* en Medicina dada una cierta enfermedad, enumesaitomas es un problema directo y sencillo, guesya
resuelto y se puede ver en cualquier texto esjgiim. En cambio, diagnosticar la enfermedad deilepte a
partir de sus sintomas no siempre es sencillo yieeg un médico experimentado, se estara resoliemd
problema inverso.

« en Derecho Penal la justicia debe identificavsadutores de un crimen conociendo como eran stimas, los
testimonios de los testigos y las pistas que sudgela escena del crimen. Nuevamente, no es méanpioco
menos, que un problema inverso.

« en Psicologia, o simplemente en nuestro tratdodt@n otras personas, intentamos adivinar langiones de
los demas sobre la base de como es su comportamigsib implica que todo el tiempo en nuestrasietes
laborales, afectivas, etc., estamos resolviendbl@mas inversos.

« en Calculo Matematico existe una gran variedagrdblemas inversos dada la relacién inversa extistentre
la diferenciacion y la integracion. Asi el célculle trayectorias, la determinacion de la deformagion
distribucion de masas, la distribucion y balancedugrzas son algunos ejemplos de Problemas Irs/erso se
resuelven usando el Calculo Matemético. Para su@én se emplean métodos de aproximacion basauts
discretizacion de derivadas e integrales.

« en Estadistica un problema inverso es un prablennferencia o estimacion

« en Probabilidades Thomas Bayes, un matemati¢animo, estudié el problema de la determinaciériade
causas a través de los efectos observados. Eitaaree lleva su nombre resuelve el problema conamdno
de la ‘probabilidad inversa Esto es, valorar probabilisticamente las posil@iendiciones que rigen supuesto
que se ha observado cierto suceso. Se trata daljlidbd “inversa” en el sentido de que la “dirédaria la
probabilidad de observar algo supuesto que rigamasi condiciones.

Finalmente, en Filosofia, cabe citar esta frasBulege (Bunge, 2006): “El que casi todos los filésohayan
ignorado las peculiaridades de los problemas ingepdantea este otro problema inverso: el de aafivios
motivos de este descuido descomunal por partesdddsofos”.



1.2 Clasificacion de los Problemas Inversos
En principio hay dos tipos diferentes de probleniagersos, pero para caracterizarlos correctamente
comencemos por esquematizar el problema directo cigae (Martinez Luaces, 2010).

Entrada—Procese~Salida
o bien como:
Causa— Modelo—Efecto

Si x simboliza la entrada y K el proceso, entorglegroceso directo es encontrar Kx. Esto se esdimana
continuacion, en la figura 1:

Entrada Proceso Salida
Causa Efecto Modelo

Figura 1. Esquema de los problemas directos.

En el esquema de la Figura 1, se dispone de dadesun cierto procedimiento y se solicita el residt por
ejemplo se dan dos polinomios, se conoce el afgorite divisién y se solicitan como respuesta, tsmpmios
cociente y resto.

Bajo este esquema, cada problema directo sugiese pdmblemasinversosinmediatos: uno denominado
problema de causalidaglotro denominadproblema de identificaciodel modelo.

En el problema de causalidad, dado un modelp un efectoy, hay que encontrar la causa del efecto. Un
esquema de esta situacion se puede ver en la figura

Entrada Proceso Salida
Causa Modelo Efecto

Figura 2. Esquema de los problemas de causalidad.

mientras que en el problema de identificacion deldefo, dada informaciéon de causas-efectos, hay que
identificar el modelo (Martinez Luaces, 2010). Eptede ser esquematizado como se ve a continuagida,

figura 3:
Entrada Proceso Salida
X o? y = Kx
Causa Modelo Efecto

Figura 3. Esquema de los problemas de identificacion

2. Fundamentacion

2.1 Problemas Inversos en Mateméatica Educativa
Como sefalan algunos autores, los problemas diradoninan el curriculo en los cursos tradicionales
Mateméticas, incluyendo Probabilidades y Estadidio obstante, si se desea modernizar los contemiddss
cursos, los problemas inversos deberian tener yselppreponderante ya que proveen una plataformaa par
explorar cuestiones de existencia, unicidad y ektizlol a la vez que plantean situaciones mas irsanées y

cercanas a la vida real.

En el nivel superior, un problema directo de MatiéraaFinanciera consiste en calcular cuanto cobsasa
retiro un trabajador que desarrollé su actividad pl afios, realizando aportes mensuadgs,,...,a (Si

fueran N afios completos, serla=12N ). Esto puede ser un poco engorroso, pero no ied gifde hecho, en
la vida real hay programas que se encargan de hatematicamente dicho célculo. Mucho més intetesgn



complicado es el problema inverso: ¢ cuantos afidetsetrabajar y cuanto se deberia aportar paga denecho
a un retiro razonable? La solucién no es sendilEsminica y tampoco esta claro cual puede seejarmpcion
de las varias disponibles. De hecho, esto es lomiwva a lagliversas opciones que compiten en el mundo real:
seguros, jubilaciones privadas, etc.

En este trabajo presentamos el Teorema de Bayes lzosolucion a un problema inverso particuladella
“probabilidad inversa”. El calculo de probabilidadaversas mediante el Teorema de Bayes es fundalneen
las aplicaciones de la Estadistica, porque permierporar cambios en nuestro grado de creendieedos
sucesos aleatorios a medida que adquirimos nuéwanacion. Este tipo de razonamiento es muy impégtan
tareas profesionales como el diagndstico, evalnatidna de decisiones y aplicacion de la infereastadistica
en la investigacion empirica. Aln asi en los cudsanalisis de datos de nivel universitario exisia tendencia
a minimizar la ensefianza del Teorema de Bayes @1d®97), debido, posiblemente, a la influencidage
primeras investigaciones en psicologia que tratateazonamiento condicional (Tversky & Kahnema®82 —
Bar-Hillel, 1987) y sugirieron la dificultad delzanamiento bayesiano y la existencia de sesgosacsp él,
tanto en estudiantes como en profesionales.

En 1995 Rossman y Short (Rossman & Short, 199%3)laefjue en los cursos de estadistica en EstaddedJn
se estudia una breve introduccion a la probabiligiael incluye la definicion clasica, unién e intesén de
eventos y las reglas correspondientes a eventepémdiientes y mutuamente excluyentes. La probadilid
condicional y el teorema de Bayes son temas opleisiales no se consideran necesarios para la casigome
de los siguientes contenidos de estadistica. Segtos autores con el uso de estrategias apropladas
estudiantes pueden lograr una comprension intudevasta tematica y visualizar su aplicacion asera@ de
problemas del mundo real.

En la resolucion de problemas de probabilidadesgemeral, los estudiantes se enfrentan a una derie
dificultades que comienzan con la traduccion de dasnciados dados en lenguaje coloquial al lenguaje
probabilistico, lo cual implica la identificaciére gdventos y sus probabilidades y las condicionespgumiten
buscar respuestas a las preguntas de los probl&eesnocer probabilidades, una tarea de por si lejmse
dificulta aln mas cuando estas no aparecen en fexpHcita, sino que vienen expresadas en térmiteos
frecuencias, porcentajes o razones, o0 bien cuamdi@ats de eventos que estan condicionados paulaemcia
de otros sucesos, entrando en el ambito de loejueroce como la probabilidad condicional.

En este campo se han realizado investigacionesautdoprincipalmente a la determinacion de erroresle
razonamiento probabilistico condicional, que coredada busqueda de alternativas para mejorar ekpoode
ensefianza y aprendizaje de este tema. En muchas cislo un suceso A, existe una serie de eventpseB
pueden ocasionarlo, para los que se conoce la lgtiolaa inicial oa priori de su ocurrencia, P {B pero el
conocimiento de que ya A ha ocurrido modifica dgcharobabilidades, dando origen a las llamadas
probabilidadesnversas aa posteriorj P(B/A), que es lo que principalmente atafie al razoeatnibayesiano, es
decir sabiendo que el suceso A ha ocurrido, irderdsterminar cudl de las posibles causas tiene mas
probabilidad de haberlo originado, utilizando palla el Teorema de Bayes o Teorema de las Probabés
Inversas . Se presentan dos ejemplos para obtenaalfmente la regla de Bayes. Estos ejemplos @nstr
ademas lo importantes y comunes que son las sinegidonde es necesario usar esta regla. Lasegiisat
propuestas por Rossman y Short se centran en ¢oresrdatos del problema en frecuencias simglagjendo
de una base de 100 y organizandolos en una takdalile entrada donde se pueda visualizar condadilla
restriccién del espacio muestral para la deternonade las probabilidades condicionales involucsadla idea
es partir de problemas clasicos y sencillos coraajl@e se desarrollan en el apartado 3.

2.2. Marco tedrico

El Teorema de Bayes lleva el nombre del reverdrtdamas Bayes (1701-1761) quien lo formul6. El @ant
que hace Bayes es, sabiendo que un evento A hdadu;wes posible calcular la probabilidad de quavpnga
de alguna de las posibles caughs. Este teorema, a partir de un conjunto de prdidaliesa priori de ciertos
eventos, permite calcular las probabilidadeposteriori que son las probabilidades de esos eventos & prio
corregidas ante la evidencia de que un determisadeso ha tenido lugar.

En el afio 1763, dos afios después de la muerteataaBlBayes, se publicé una memoria en la que apgrec
primera vez, la determinacion de la probabilidadlate causas a partir de los efectos que han paskdo
observados. Formalmente enunciamos el teoremayksBamo sigue,

Teorema de Bayes

SeanB,, B,,...,B, sucesos que constituyen una particion de un espagodstral S, tal qu@(B,)> 0 parai=1,

2,..., ny sea A cualquier suceso de S tal ﬁ’(lA) >0. Entonces:
P(B| /A) - P(Bl )‘P(A/ Bi)

Zn:P(Bj )p(arB;)

=1

para i=1,2,...,n

Como podemos ver la férmula de Bayes contieneléaaentos a considerar en la solucion de los prodenue
involucren el célculo de probabilidadeposteriorimediante un razonamiento probabilistico, a saber,



* un conjunto de eventoB;, i = 1, 2,..., n que forman una particion del espaouestral y sus respectivas
probabilidades a priorP(Bi )

e un evento principal A y su probabilidad de ocurianmondicionada a cada una de sus posibles causas
P(A/B);i=1,2,..,n.

e la probabilidad de A calculada a partir del Teoreleda Probabilidad Total.

* la probabilidad gosterioride B, sabiendo que A ha ocurrid@,(Bﬁ /A).

Las aplicaciones del Teorema de Bayes son muclkaasionan grandes polémicas. El problema radicaabue
decir “A ha ocurrido” se puede pensar que es umdeleterministico y por tanto no tendria sentidicutar
P(A), es decir si A ha ocurrido entoncé’éA) =1. No obstante, el problema cambia radicalmente sixpresa

“si A ocurre”, que es la interpretaciéon correcthtderema.

La importancia de este teorema en Estadistica wehonmas alld de su aplicacion como formula quditaci
probabilidades condicionales. Este teorema ha daen a una forma de entender la Estadistica,alim
Estadistica Bayesiana

En el modelo frecuentista un parametro poblaciéred considerado constante, mientras que los dbtesidos
de una muestréxl, Xz,...,Xn)son aleatorios.

En el modelo bayesiano el planteamiento es diferent
« El pardmetro poblacionéles considerado aleatorio.
* La informacién que se tiene de la poblacion eésale los datos{Xl, Xz,...,Xn) se considera constante.

« Para la estimacion del parametro poblacionakessario un conocimiento previo de la distribuajée pueda
seguir el parametro poblacional, la llamada distribna priori.

* No se hace referencidrgervalo de confianzaino aintervalo de credibilidad

El Teorema de Bayes ha dado origen a miltipleseeatsias. A pesar de que puede obtenerse, comusyan

partir de las leyes basicas de la probabilidadnjterde alguna manera incorporar el grado de ciaeatelas

personas, a medida que se obtiene mas informaoldne $0s sucesos que condicionan un evento dada, Si

informacion no es precisa algunos usuarios deletear hacen suposiciones no sustentadas para las

probabilidadesa priori de los eventod3, que particionan al espacio muestral. Pero estesnan defecto, sino

una mala aplicacién del teorema. Por otro lado tmbe ha argumentado que en algunas situacianbayn
multiplicidad de causas posibleB,, sino un solo evento B condicionante del eventd@ampoco aqui existe un

problema real porque el evento B y su complemesdo excluyentes y particionan al espacio muegtral
tanto es aplicable la formula de Bayes.

3. Algunos Problemas
Problema 1 Identificacién del origen de un articulo defectuso
Para la fabricacién de un gran lote de articulomgares se utilizaron tres maquinas,;Ml, y Ms. Supdngase
que el 20% de los articulos fueron fabricados @omaquina M, el 30% por la maquina My el 50% por la
maquina M. Supbéngase ademas que el 10% de los articulogcéatws por la maquina Mson defectuosos, el
20% de los articulos fabricados por la maquina el 30% de los fabricados porsNambién son defectuosos.
Se selecciona al azar uno de los articulos delyatesulta ser defectuoso.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que este articulo hsiga fabricado por NP

b) ¢Cudl es la maquina més probable que lo haya fabioe
Resolucién
Como primera instancia Rossman y Short proponennatruccion de una tabla de doble entrada comuadase
muestra a continuacion,

Defectuosos No Defectuosps Total fila

Total Columna

Y una serie de preguntas dirigidas a los estudigrdea completar dicha tabla:

i) De cada 100 articulos producidos, ¢cuantos fueatmi¢ados por la maquina N ¢ Por M? ¢ Por M?

i) De los articulos fabricados por la maquina,M cuantos se esperaria que fueran defectuosos? pgua las
maquinas My M.

iii) ¢ Cuantos articulos del total de 100 en la tabla defectuosos? ¢ Cuantos son no defectuosos?

Con los datos del problema se obtiene:

Defectuoso§d No Defectuosps Total fila

M, 2 18 20
M, 6 24 30
M 15 35 50

Total Columna 23 77 100




Sefialan los autores que una vez que los alumndscoionaron esta tabla pueden leer en ella sioulifid las
respuestas requeridas. Para responder los alurmedsip hacer el siguiente razonamiento, del totalrtdeulos
defectuosos (23) se observa que la proporcion guedo fabricada por la maquina, Ms 2/23. De la misma
manera la proporcién de articulos defectuososdabias por M es 6/23 y la proporcién de los fabricados por
M3 es 15/23. Luego el articulo defectuoso que selaacnos al azar tiene mayor probabilidad de halger si
fabricado por la maquina MSiguiendo este proceso lo que se busca es qestiadiantes intuitivamente y sin
mencionar el Teorema de Bayes, puedan en un pmmoenento comprender que lo que estan haciendo es
determinar la probabilidad@osterioride que un articulo del que ya se sabe fue falwicad defecto, provenga
de una maquina en particular.
En segunda instancia a partir de un conjunto dguptas adecuadas se induce al estudiante a idantifis
eventos y las probabilidades involucradas en gletea de Bayes, aln sin hacer mencion del mismo. Por
ejemplo,
i) ¢Cual es la probabilidad de que el articulo seleoccido al azar haya sido producido por la maquing?MY

por la My? ¢Y por la M?
Si definimos los eventos;B'el articulo seleccionado al azar ha sido prodeig@or la maquina ¥ para i=1,
2, 3; las proporciones entre los totales de las fjl el total general (100), representan las pibithatbes de estos

20 30 50
t , F) :_:O O’PB :_:0 O, P :_:00
eventos, asP(B;) 100 2 (B,) 100 3 (Bs) 10¢ 3}

i) ¢Cual es la probabilidad de que el articulo sea dafeso?
Sea el evento D: “el articulo seleccionado es dedso”, entonces P(D) sera el cociente entre lidsuéos de la

columna “defectuosos” y el total general 100, iadios entonce®(D) =% =023

i) Si el articulo fue producido por la maquing,Mcual es la probabilidad de que sea defectuoso?

La respuesta es una probabilidad condicional, diearemos

valor queapareceenla celda(M », — defectuos
P(o/B,) = oaP oMy P_6

total dela fila parala maquinaM 730

Con estos valores y aplicando la definicion de pbilitlad condicional, se calcula la probabilida@ ge quiere
conocer,

6 30
P,y = "B20D) _ POB)PE)) _ 301100 6 _ 6
2 P(D) P(D) 23 23

100

Finalmente, el docente pude proceder a formalizalTemrema y haciendo referencia al Teorema de la
Probabilidad Total, aplicable en el caso de la abililad que aparece en el denominador de la Férmiel
Bayes.

Ayuda mucho en la resolucion de este problemailizagién de una serie de estrategias de represéntpara
facilitar la determinacion de las probabilidades gan requeridas; entre ellas ademas de la codfedei tablas

de doble entrada se encuentran los diagramas deyalds diagramas de areas. Por razones de espar@mos
solamente los diagramas de arbol. En la constrocd& diagrama de arbol, en la primera ramificacsén
consideran los eventoB, y se colocan sus probabilidad@iBi). En la segunda ramificacion, para cafase

considera la probabilidad de que ocurra D, es dlé(ﬂr/ &), 0 que ocurra su complemenR(ﬁ/ &). En los
puntos finales de las ramificaciones se colocan plaxbabilidades conjuntas de que ocurrBn y B;:

P(D N &). Al sumar esas probabilidades se tiene el denaloimde la Formula de Bayes y el denominador

vendra dado por el punto final de la ramificaci@rrespondiente. El diagrama para el problema da&do s
presenta en la Figura 4, como puede verse a cawtimu

MAQUINA ARTICULO RESULTADO
D . P(B, ND):0,02
i _ > ) P(B, ND):0,18
P(D/B,):0,90
P(B,):0,20 D ... P(B, ND):0,06
P(D/B,):0,20
P(B,):0,30 o
> M2
P(D/B,):0,80 D P(B, nD):0,24
P(B,):0,50
M3 P(D/B,):0,30 > b P(B. ~D):0.15
P(D/B,):0,70 _
B e ot P(B, ND):0,35

Figura 4. Diagrama de arbol correspondiente al Problema 1.



Problema 2 Pruebas de diagnéstico

En una ciudad se seleccionan aleatoriamente 2@0p@dsonas, entre 16 y 45 afios, y se les efectdpweba

para detectar si son usuarios de drogas. Se edfimeel 1% de los mismos consumen drogas. La pyebae

efectlla muestra un resultado positivo en el 98%odecasos en que se le administra a una personaugae
drogas, es decir detecta el 98% de los usuariosidgas. De manera similar, si la persona no usagdro
alguna, la prueba arroja un resultado negativo €8%% de los casos.

a) Si se selecciona una persona al azar, se le adtrénia prueba y se obtiene un resultado posita@jél es la

probabilidad de que la persona consuma drogas?

Resolucién

Definimos los siguientes eventos:

D: “una persona elegida al azar consume drogas”

T*: “la prueba resulta positivaT ~ : “la prueba resulta negativa”

En el lenguaje de la epidemiologia se utilizarsigsientes términos:

« Prevalencia, es el porcentaje de personas de la poblacidnteles, que poseen la caracteristica deseada, en
este caso, la prevalencia del uso de drogas d¥4del

« Sensibilidad de la pruehees la capacidad que tiene la prueba para detetquellas personas que poseen la
caracteristica de interés. Describe el porcentjpedsonas cuyo resultado de la prueba seriavmosig entre
aquellas que poseen la caracteristica deseadastercaso, consumir drogas. Su expresion matemasica

N
asociada COHP(T+/D)=E(TP(TD)D)- La sensibilidad de esta prueba es 98%, lo cuitanque dicha prueba

serd positiva en el 98% y negativa en el 2% deglesconsumidores de drogas.

» Probabilidad de falsos negativpses la probabilidad complementaria de la senddmli Su expresion

matematica es?(T’ / D)= B(-ﬁ)

« Especificidad de la pruebandica el porcentaje de personas en las cualesseltado de la prueba seria

negativo de entre aquellas que no poseen la cesiici® deseada. La expresion matematica que esuit

célculo es P(T’/ﬁ)z PT 0 D . La especificidad en este problema es del 99%u#b indica que la prueba

serd negativa en el 99% y positiva en el 1% dadoafectados.

» Probabilidad de falsos positivpses la probabilidad complementaria de la espéditc Su expresion
. =

matemética,P(T*/ﬁ)z PIT_nDJ

« Valor predictivo positivo de una prueba diagndstiesa la probabilidad de que una persona, en la queiéba

+
es positiva, consuma drogas. La expresién matemngsica su céalculo eB(D/T+)= P E: I\ . En el célculo

+

del valor predictivo positivo, VPP, influye la pedgncia. Supongamos que en una ciudad la prevaldetHIV
en la poblacion general es 0,004, en las persaries40 y 60 afios sin riesgos conocidos es dell0;Gtre los
drogadictos o ex drogadictos por via intravenosalee0,7. Si realizamos una prueba diagnosticahemonbre de
45 afios sin riesgos conocidos y otra a un drogagiet via intravenosa, en el calculo de los resgecalores
predictivos positivos utilizaremos los valores deptevalencia correspondientes a sus subpoblacihfés y
0,7 respectivamente. El uso de la prevalencia eolidacion general se usa si no se dispone de ddtos, pero
siendo conscientes de que el célculo puede aldjastante de la realidad.
 Valor predictivo negativo de una prueba diagnéstiea la probabilidad de que una persona, en la que la
prueba es negativa, no consuma drogas, en esteplejeira expresidbn matematica para su célculo es
pl/7-)=PBAT )

P(T

En este ejemplo tenemos como datBéD): 001; la sensitividad de la droga nos dice qa@ / D)= 098y
de acuerdo a la especificidad da@l&‘ / 5)= 099. El diagrama correspondiente se puede ver en ladky



{USA DROGAS? RESULTADO DE LA PRUEBA RESULTADO
P(T / D):0,98 T P(DNT 7):0,098
P(T ™/ D):0,02 T . P(DAT ):0,0002

P(T 7/ D):0,99 T . e = x P(DAT '):0,09801

P(D):0,01

P(D):0,99

=]

P(T 7/ D):0,01 T P(DAT 7):0,0099

Figura 5. Diagrama correspondiente al Problema 2

Queremos haIIaP(D/T"), esta probabilidad no se puede obtener de forreatdide los datos ni del arbol que

_PlDNT*

los representa. Recurriendo a la definicion de gibdiolad condicionaI:P(D/T")— Pl ) Usamos el

diagrama de arbol para obtener las cantidd?n(é}:n T+) y P(T"). Se tiene queP(D n T+): P(D).P('I'+ / D), lo

que equivale a caminar por el arbol desde la ragtahla hoja donde obtenemos el resultélo T* . Asi
P(D nT*)= 001x 098.

Para haIIarP(T*)vemos que la prueba puede dar positiva cuandortaipe es drogadicta o ain cuando no es
drogadicta. Entonces hay dos caminos en el arbudl@lse obtiene un resultado positivo de la pruEbtos
caminos son mutuamente excluyentes, segln se m@esta figura 5, el event®® = (D n T+)D (5 n T+) y

su probabilidad esP(‘I’+)= P(D N T+)+ P(5 n T+). El término P(D n T+) ya fue calculado,P(5 n T+) se
obtiene de  forma  similar, por  tanto P(5 n T+): P(S).P(T+ /5), obtenemos  asi
P(‘I’+)= P(D).P('F+ID)+ P(ﬁ)P(TWS). A fin de ilustrar este proceso en forma méas Vjss@ presenta el
siguiente esquema en la figura 6:

Figura 6. Particion de las personas de acuerdo al resultaddedprueba

Finalmente podemos calcular la probabilidad deseada
p(p)plr /D) _ 001x 098

P(D)P(T*/D)+P(D)P(T*/D) 001x 098+ 099x 001
Por tanto la probabilidad de que una persona seleta al azar entre los 200.000 habitantes usgasro
efectivamente, si la prueba da positiva es 0,497.

b) De la poblacién a la que se le administra la pruepauantos resultados positivos se esperaria observ

¢ Cuantos falsos positivos habria? ¢Como es posjbée con una prueba que tiene una sensitividad y una
especificidad tan altas, mas de la mitad de losilltados positivos correspondan a personas que mswoen
drogas?

=0,497

Plo/T*)=

Resolucién
Esta pregunta se puede contestar examinando cgaiagote el numerador y el denominadorF({@/T*).

Aqui a pesar de la sensibilidad y especificidagsaldeberiamos poner énfasis en la prevalenciay seraxplicd
al comienzo del problema.

4 Estrategias para la resolucién de problemas refentes al Teorema de Bayes
En diversos estudios exploratorios que hemos zeddi en los cursos de Probabilidades del primer algt este
articulo, dirigidos a estudiantes de Ingenieriarasdas dificultades en la resolucion de problemqmasinvolucran



al Teorema de Bayes se observa que los principaeses cometidos por los alumnos, enunciadosai®ina
menor frecuencia son:

_Identificar incorrectamente los datos.

_ Confundir probabilidad simple con probabilidashdizional.

_ Confundir probabilidad condicional con probalatidconjunta.

_ Cometer errores en la particidon del espacio malest

_ Construir incorrectamente el diagrama de arbol.

_ Cometer errores en la aplicacion de la formul8alges.

_ Confundir una probabilidad condicional con siensa, es decir confundI?(A/ B) con P(B/ A).

_ Errores en el célculo de la probabilidad total.

Teniendo en cuenta los errores y malas interp@tasi en la resolucidon de problemas donde los estigdi
deben hallar probabilidades inversas, se recomiarida alumnos de Probabilidades y de Estadistigairslos
siguientes pasos,

a) Comprender correctamente el enunciado del probldrmacomprensién del enunciado de los problemas es
una de las mayores dificultades que se les preasdotestudiantes al momento de la resolucion,adassi se
trata de probabilidades condicionales y célculopdebabilidades inversas. Los alumnos presentarasseri
dificultades para transformar el enunciado de losblpmas al lenguaje probabilistico. Cuando sea toh
problemas de aplicacion del Teorema de Bayesfitauliad es mayor porque se trata por la cantidadatos y
condiciones que deben identificar en el mismo.

b) Identificacion de datos y condicioneSn este punto se les sugiere a los alumnos un gdsaa hacer
efectiva la resolucién. Se les aconseja segusitnsentes pasos:

b,) Identificar y enunciar formalmente el evento pifral A.
b,) Identificar los eventos condicionant& que forman la particion del espacio muestral yneiaulos

formalmente.
b;) Determinar a partir de los enunciados las prdiokattiesa priori de los eventos3,, P(Bl), y la del

evento principal A condicionada a la ocurrencidogeB, , P(A/ B ) .
c) Aplicar el teorema de la probabilidad total peabcular P(A)

d) Aplicar la féormula de Bayes.

e) Verificacion de la factibilidad de los resultaddsn este punto se les aconseja analizar la fadébide
que la respuesta obtenida sea correcta, a fin deadar resultados no vélidos, por ejemplo obtemex
probabilidad negativa o mayor que uno o algunaaieano se espera de acuerdo al enunciado dekprabl
Lo propuesto para resolver problemas referentébealema de Bayes fue implementado con un grupo de
alumnos recursantes de la asignatura Probabilidgd&stadistica y un grupo formado por alumnos no
recursantes de las especialidades Civil e Hidraukenbos cursos cerraron en marzo y no se evalddaal
experiencia realizada con estos grupos reducida@dutkenos. Se pretende evaluar los resultados cloepara
decidir si se implementara esta propuesta en todasursos existentes de Probabilidades y el dedbitidades
y Estadistica dirigido a alumnos recursantes.

5. Consideraciones finales

Los estudiantes mismos de los distintos grupodamnuales se trabajé reconocen el alto nivel fleuttad que
encuentran en el célculo de probabilidades invemsas teniendo una buena base de formacion mat@mati
Estas dificultades se originan en la comprensiéiodeesultados de los problemas, lo que evidengiaolo
limitaciones de lecto-escritura de los alumnosp siambién en su razonamiento probabilistico, de lall
dificultad para identificar las probabilidades cmmhales implicitas en el texto, fundamentaledaeaplicacion
del teorema de Bayes.

Lo observado en este estudio realizado da piequayerir que se comience a dar la importancia queaaen la
formacion de los individuos el saber actuar emasibnes de incertidumbre, en general, y muy eticplar en
aquellas donde el conocimiento de la ocurrenciaieldos eventos condicionan las probabilidadesudesos
sobre los cuales habra que tomar decisiones, gere @sencia el razonamiento bayesiano.
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