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Resumen

La ecuacion diferencial de Laplace aparece en a@letado de numerosos sistemas fisicos reales. El
objetivo principal de este trabajo es presentandtodologia matematica que enfrenta el alumnosalver este
tipo de ecuaciones en distintas geometrias. Eldoéde resolucién empleado es el de separaciOnrdsbles y
expansion en series de Fourier. En el desarrollestle metodologia el alumno percibe la necesidagstgver
problemas de Sturm-Liouville mediante expansiomeatwgofunciones (trigonométricas, de Bessel, dehdgg,
etc.). Esa necesidad despierta su interés y levanatinvolucrarse con este tipo de herramientaeméticas.

ECUACION DE LAPLACE

Una de las ecuaciones diferenciales parciales m@asrtante que aparece en matematica aplicada es la
gue esta asociada con el nombre de Laplace, e lhenPierre Simon Laplace, quien, empezando e@,178
estudid sus soluciones detalladamente mientrastigeda la atraccion gravitacional de cuerpos raiits en el
espacio. Sin embargo, la ecuacion aparecié prigetma memoria de Euler, en 1752, sobre hidrodog@mi
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La ecuacion de Laplace en dos dimensiones esa:—2 + 6_2 =0 @
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Por ejemplo, en un problema bidimensional de cotiducde calor, la temperatutax, y, t) debe
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satisfacer la ecuacion diferencial : a” (—
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donde a* es la disipacién térmica. Si existe un estadobésta es funcidn dex ey; en este caso la
ecuacion se reduce a la de Laplace.
La ecuacion de Laplace también se presenta en mwraas de la fisica. Al considerar los campos
electrostéticos, la funcion de potencial eléctecoun medio dieléctrico que no contiene cargagrelas debe
_ AT 0°u 9% . . N :
satisfacer la ecuacion: + + =0 dependiendo del nimero de dimensiones espaciates qu
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intervengan.

De igual forma, la funcion de energia potencialida particula en el espacio libre, sobre la quéaact
Unicamente fuerzas gravitacionales, satisface $anmiecuacién. Consecuentemente a la ecuacion tecbae
la conoce con frecuencia como Ecuacién del Potencia

Otro ejemplo surge en el estudio del movimientotécional, estacionario, de un fluido incomprerssibl
no viscoso, en dos dimensiones, el cual se bastoerfunciones conocidas como funcién del poterdgal
velocidad y funcion de corriente, las cuales satisih la ecuacién de Laplace.

En elasticidad, los desplazamientos, que aparesa&mdo una barra perfectamente elastica se tuerce, s
describen en términos de la llamada funcion dgdor que también satisface la ecuacion (1).

Puesto que no hay dependencia respecto del tiesnpoinguno de los problemas mencionados, no hay
condiciones iniciales que deba cumplir la soluciBm embargo, debe satisfacer ciertasdiciones en la
frontera, sobre la superficie o curva limitantel@eegion en la cual la ecuacion diferencial dedsoiverse. La
condicion en la frontera mas comudn aparece cuaadespecifica el valor da en cada punto frontera; en
términos de la ecuacion del calor, esto corresparlescribir la temperatura en la frontera.

En algunos problemas, por el contrario, se especdi valor de las derivadas dezn la direcciéon normal
a la frontera; la condicion sobre la frontera deuerpo térmicamente aislado es de este tipo.

El problema de encontrar una solucién de la ecunad® Laplace, que tome valores dados sobre la
frontera, se conoce como Problema de Dirichletcdmiraste, si se prescriben los valores de la agaivwormal
sobre la frontera, el problema se conoce como Pmadde Neumann.

El problema de Dirichlet en un rectangulo es:



d%u 0%u
+

— — =0 , O<x<1l , O<y<2
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u@y) = u@@y) =0

u(x,2) =0

u(x,0) = f(x) , O0<sx<1

El problema de Dirichlet en un circulo es:
0y 1 du 1 0@
st ot 2
or r or r° 06
u@o) = (o), -nm<ésm
Método de separacién de variables
Usaremos el método de separacién de variablesdpteeminar soluciones de la ecuacion de Laplace con
diversas condiciones en la frontera, para domim@stangulares y circulares. Esta técnica nos permit
reemplazar las derivadas parciales por derivadfisarias.
Para el problema de Dirichlet en el rectanguloppnemos un tipo de solucién muy particular, a saber
una solucién que pueda expresarse como un prodaalos funciones:

u(x,y) = X(x) Y(y)

Al sustituir esta forma de solucion en la ecuaddarencial parcial y usar las condiciones de feoat
obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

X'(x)+ A X(x)=0 Y(y)-AY(y)=0
X(0)=X(@) =0 Y(2 =0

De la misma manera, para la ecuacion de Laplace@mlenadas polares, proponemos una solucién de la
forma:

=0 |, 0<r<l1,-m<@ <

u(r,8) = R(r) ©(6)
que derivando y reemplazando en el problema obtesiem

') +106(6) =0

O(-n) = 6(n)

O (-m) =0 (m)

En ambos problemas llegamos apuoblema de valores y vectores propios.

Observacion: El hecho de que el método de separacion de vasiabieda o no aplicarse a un problema

particular, depende no s6lo de la ecuacion diféaénsino de la forma del contorno y de las coraties de
contorno. Para aplicar el método a un problemadosrvariables independientas y se debe cumplir:

a)El operador diferencial debe ser separable. Esto es, debe existir un@furg (X, y) tal que la
LIX (Y (y)]
P(xy) X(XY(y)

b)Todas las condiciones iniciales y de contorndef®en dar sobre las rectas const. ey = const.
No obstante, como veremos después, podemos trgganoa problemas en regiones que no sean
rectangulares, o una o mas de las condiciones pugdar en el infinito.
c)Los operadores lineales que definen las condésiae contorno ex = const. no deben contener
derivadas parciales dei  respecto dey, y sus coeficientes deben ser independientesyde
Aquellos ery = const. no deben contener derivadas parciales despecto de&, y sus coeficientes deben
ser independientes de
PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE
Los problemas de contorno que encontramos en tuén de la ecuacion de Laplace en distintas
geometrias pertenecen a una amplia clase de prablenyos valores propios y funciones propias gazan
propiedades muy convenientes. En esta seccionrdiisaros esta clase de problema. Para ello recarsieme:

PR +rR()-ARr)=0
R(0) <o

expresion: sea una suma de una funcion séloxdg de una funcion dg.

n
Dado un operador lineal de derivacion definido pdc: = z a (x) D
k=0

*Suadjuntoes L = z (-D* D*(a, (x).)
k=0

L esautoadjunto = L =1L
eLa ecuacién Ly =0 es autoadjunta cuando lo es el operddor



*Toda ecuacion lineal real de segundo orden se gretformar en autoadjunta.
Trabajaremos en el espacio vectori@[a , b] , donde definimos el producto escalar:

b
(f,9),= .[ f(X)g(x) p(X)dx . La correspondiente norma asociada a ese gimdscalar es:

: :
I#ll, = ( 770909 dxj
Consideremos la ecuacién diferencial junto corctaxliciones de contorno siguientes:
(P(X) X (¥)) +(q(¥) + 4 p(x)) X(x) =0; a<x<b
o X(a) + aZX'(a) =0 ; (a,,a,) # (00)
LX)+ BX(0)=0 ;  (B.5)# (00)
donde p,p,q,p pertenecen a C[a , bl,p,0>0 0OxO(ab), a,,a,,B,,5, constantes reales e

independientes dd . Este problema se conoce coRmblema de Sturm-Liouville.

Los problemas de Sturm-Liouville tienen las sigtésmropiedades:

1) Los valores propios son reales y forman un conjuatdo sumo, numerable y sin punto de
acumulacion.

2) Si A, A, sonautovalores distintos coX, , X, las autofunciones correspondientes entonces:
( Xy, X,),=0. Esdecir, X; Yy X, son ortogonales respecto al producto escalar eu@$ definido. La
ortogonalidad existe también en los siguientessaso
a)cuando p(a)=0 y B X(0)+5, X (0)=0 (B,.5,)# (00)
b) cuando p(b)=0 y a,X(@)+a,X (@) =0 (a,,a,)# (00)
c) si p(@=p) , X(@) =X(b) y X'(a) = X‘(b) gue se denominan condiciones
periddicas.

3)Si X, Yy X, son dos autofunciones que corresponden al valupiprA , entonces existe una

constante, real, tal que: X; =C X, . Es decir, el valor propio esmple. En el caso del problema de Sturm-

Liouville con condiciones periddicas, los autovakno son simples. (A un mismo autovalor le cooredp dos
funciones linealmente independientes en C[a,b]).

Resolvamos ahora el problema de Sturm-Liouville surgié del problema de Dirichlet en coordenadas
cartesianas, al separar las variables:

X'(x)+A X(x)=0 @ Y(y)-AY(y)=0 @)
X0)=X@®=0 Y2 =0
Las autofunciones de (2) son: X, (X) =senn/x , n=12... dondeX, corresponde al

valor propio A. = n®77°. Para estos valores dk el problema (3) tiene la soluciorY, = shnzr(2 - y)

Asi, cada una de las funcioned, (X, y) = A, senn/x shnm(2-y) , n=12..
es una solucion de la ecuacion de Laplace en dosndiones que ademas, satisface las condiciorfesriera
homogéneas: U,(0,y) =u,@y)=u,(X,2) =0

Para encontrar una solucion que también satiséagaridicion de frontera restanta(x,0) = f(x)

seforma la serie : U(X,y) = ZUn(X, y) = zph senn/x shnm(2-y)

n=1 n=1
Cuando y =0 se tiene: Z A, senn/x shnm2 = f(x) ®x<l
n=1

Como calculamosA, para ques sea solucién?

Lo anterior nos lleva a considerar el estudio @skdrollo de una funcién en serie de las autofunesiale
un problema de contorno.



Desarrollo en serie de autofunciones
Recordemos que en todo espacio vectorial de didersiita n, por ejemplo erR", todo vector se
puede expresar con respecto a la base canénica; com

1
V=Yv,g  donde Vv =(Vg) Y M| = {kaz}z
k=1 k=1

El concepto de una sucesién o sistema ortonormafudeiones es una generalizacion natural del
concepto de un sistema ortonormal de vectores adaliferencia que en funciones estamos trabajandone
espacio vectorial de dimensioén infinita.

Sea {Xn}nDN un sistema ortogonal de autofunciones. Sda: [a, b] - R, tal que:

b

jfz(x) pP(X)dx < oo. Nuestra meta es expresar f de la siguiente manera:

a

F(0= 36, X,(%)
n=1

N

Llamemos Sy (X)=ch X, (X) . Queremos encontrar los coeficiente®, de tal manera que
n=1

Sy (X) aproxime af(x) segun el método de minimos cuadrados o, mas bemteran media. Esto es, si
b
lim [[£()-S, (] p(¥9) dx =0
a

entonces S (X) converge en medihacia f(x).

Como consecuencia de la ortogonalidad deXas se demuestra que si los coeficient€s se eligen

como:
) {f(x)xn(x)p(x)dx
n = 2 b
Xl Pxaeo p0gax

el error cuadratico medio es minimo. A estos caaftes se los llameoeficientes d&ourier def(x) respecto al
sistema ortogonaI{Xn}nDN . Si S (X) converge en medihacia f(x) , entonces:

362 [ X200 P dx= | 12 £

a a
Esta es la llamadacuacion de Parsevabe demuestra que ella es valida si y sélo si

b N 2
’!lim J-{ f (X)—Z:Cn Xn(x)} pP(xX)dx=0 . Si este limite es cero para toda funciépara la
- 00 " )

b
cual I f 2(X) p(X) dx es finita, el sistema{Xn}nDN escompleto.
a

Problema de Dirichlet en el rectangulo
Retomemos el problema de Dirichlet en el rectangldade la solucién encontrada es:

u(xy) = > u,(xy) = > A sennx shnm(2-y)
n=1 n=1
Cuando y =0 se tiene:

iﬂh senn7x shnm2 = f(x) ®Ex<l (@)

n=1



O sea, A, shn7i2 deben ser los coeficientesC, del desarrollo dé en serie de las autofunciones

1
sernzix .Porlotanto, A, shnm2= ZJ' f (x) sem7xdx
0

Entonces u(xy)=>. G sennzixshnr(2-y)
n=1

= sh2nsr

es una solucion formal del problema de contorno.

El método es realmente elegante pero nuestro proiggdo fue bastante negligente, sin preocuparebs d
rigor. Observemos que no fijamos ninguna hipotssizef . El término solucién formal es usado en el sentido
de que si el problema tiene solucion, y para thedmponerse condicioned,asta sujeta a verificacion.

Nos preguntamos:

i) La serie solucién converge?

i) Define una funcién continua?

iii) Qué condiciones sobrigpara que ocurra (4)?.

1
Resumiendo: Si es continua en [0,1] conf(0) = f(1) = Oy tal quej f 2dx < oo entoncess es una
0

solucién del problema de Dirichlet planteado. Lendstracién de este hecho involucra la converganufarme
de la serie y de sus derivadas segundas.

Resolucién del problema de Dirichlet en el circulo

Una vez separadas las variables en el problemairighlBt en coordenadas polares, llegamos a un
problema de Sturm-Liouville con condiciones pervadi

©@) +10(0) =0
O(-n1) = 6(m)
©(-m=0(n)
Como © debe ser una funcién periédica de perid¥®, se concluye qued = n? n=0, son los

autovalores. Obtenemos asi el sistema ortogoné]l; cosnd, SemH}nDN gue da origen a la serie

trigonométrica de Fourier. Reemplazandd = n® en la ecuacion en R obtenemos:

rPR(r)+r R(r)-n’R(r)=0 con la condicion de queR(0) < oo .
Paran = 0, obtenemosR,(r) =1. ParanON, R (r) =r". Por lo tanto,
u,(r,8) =r"(a,cosnd + b, semd) n=0
Resta mostrar que las U, (r,0) ayudan a descubrir una funciérque satisfaga también la condicién
inhomogénea: U(L &) = f(6). El candidato natural eu(r,8) = % + Zrn (a,cosnd + b, senrd)

n=1
Como queremos qui (L, 8) = f (6), sera deseable que:

% + Z (a,cosnd +b,senrd) = f(@) —-m<O<m locual exige que:
n=1
:lff(ﬁ)dﬁ = lff(ﬁ)cosnﬁdﬁ b, = 1]Zf(z9)sennz9dz9
% . % me ome

La solucion u(r,d8) es una solucion formal del problema. Para demostie realmente es solucion
tenemos que estudiar las series involucradasnsiecgen uniformemente para poder derivar térmité&rmino
y que verifiquen la ecuacion diferencial y las doimhes de contorno. Esto ocurre cuandb(d) es una

T
funcion continua, periédica con perio@a , y j f2(9dd <o .
=
Problemas no homogéneos
Nos planteamos ahora el problema de la ecuaciohagéace inhomogénea, llamadgcuacion de
Poisson es decir, un problema como el siguiente:



0%u 0%u

— + — =F(x,y), O<x<1l , 0O<yx<?
v oy (x,y) y
u@,y) = u@ty)=0

ux,0) = u(x,2 =0

La resolucion de este problema usa el método dacién de los pardmetros. Para ello recordemodague
solucién del problema homogéneo:

2 2
6_121+ a—l:=0 : O<x<1 , O<y<2
ox ay
u@y) = u@y)=0
uix,2)=0
u(x,0) =f(x) : O0<x<1
es: u(xy) = ZUn(X, y) = z A, senn7x shn7(2-y). Entonces tentaremos una solucion del
n=1 n=1

problema inhomogéneo en la formai(X, y) = an(y) sennyx
n=1
Es decir, suponemos queuede expresarse como una serie de autofunc®@e$l7x donde :

1
b,(y) = 2J'u(x, y) sennsx dx
0

Ahora procederemos a determinar los coeficierliefy) de modo que la ecuacion de Poisson sea

satisfecha, asi como las condicione&,0) = u(x,2) = 0Sustituyendo en la ecuacion diferencial, tenemos
formalmente:

D b,(y) sennrx - n’r> b, (y) senn7x = F(X,Y)
n=1 n=1
Supongamos que para cagda funcionF(x ,y) sea representable por su serie de Fourier en:senos

oo 1
F(xy)= Z B,(y) senn/x  donde B,(Yy) = ZJ' F (% y) senn7xdx
n=1 0

Luego, D b.(y) sennrx — n’*’b, (y) sennsx = ) B, (y) sennrx
n=1 n=1
Por la unicidad de los coeficientes de Fouriertiesee:

b,(Y) -n°7b,(y) =B,(y)  OnON  conb,(0)=b,(2) =0
Por lo tanto, los coeficientedd, () son obtenidos como soluciones de un problema d@mmnpara
ecuaciones diferenciales ordinarias. Usando Furdeo@reen obtenemos:

—;shnﬂ(z—y) shnst O<t<y
_ nzsh2nmr
c;(y!t)'_ 1
—-—————shnm(2-t) shnry yst<2
nrzsh2nsr

Porlotanto Db (y) = J%G(y,t) B,(t) dt y u(xy)= i(JZ'G(y,t) B, (t) dt) senn7x.

n=l o
. . . , oF . .
Imponiendo convenientes hipo6tesiB(@&,y) (F continua ya— seccionalmente continua Brx x< 1,
X

0<y<2 F(@vy) =F(ny) =0 ), podemos verificar que esta serie puede deriérs@no a término,
de modo que es una solucion.



Ecuacién de Laplace en un cilindro
Al escoger otro tipo de coordenadas, tales comademadas cilindricas o esféricas, los problemas
conducen a series ortogonales que involucran faesidistintas a las funciones trigonométricas. 8ehab, las
funciones ortogonales que se usan en tales casdarsnones de Bessel y de Legendre.
Consideremos la ecuacién de Laplace en coordecdtfalicas:
0°u 10u 1 0u 0d%
_—t -t ——+ — =
or* ror r?98* 97
Para una mejor comprensién la resolvemos primejo @ suposicion de que las soluciones son
independientes del angulo pol#&. En este caso, resolvamos el siguiente problencamterno:

0°u 10ou d«

0

—5+-— +—=0, 0<r<l,0<z<a
or ror 0z

u2 =0

u(r,a)=0

u(r0)=f(r) osr<1
Recordemos que sus soluciones pueden interpretanse distribucion de temperatura de estado estable

en la region en cuestion. Aplicando el método ¢geuscion de variables com(r , z) = R(r) Z(z)se obtienen las
ecuaciones:

(rR(r)) + XrR(r)=0
R(0) <o
R@) =0
La primera de estas ecuaciones es la ecuacionsieRie orden cero en la variabld r , y tiene
R(r) = AJ,(Jr) + BY,(4r)
siendoA y B constantes, como solucion general. Las exigemtdague R(0)<co impone queB=0, mientras

Z(2-X¥Z@2=0
Z(@) =0

gue R(1) = 0 implica JO(/]) = 0. Asi, los valores propios son los ceros positi¥es), que los llamaremos
A . k=1,2,...y por lo tanto las funciones propias sdR, () = J,(A,I) kON
Mas aun, cuandoA = A, la solucion general de
Z'(2-A22(2)=0
Z(a)=0
es : Z,(z) = A, shA,(a-2) , dondeA.es una constante arbitraria. Asi, las funciones
u.(r,z) = A shiA (a-2) J,(Ar), k=12...

son soluciones de la ecuacién diferencial parcisatisfacen las condiciones de frontera homogéiaasa. que
verifique la condicion inhomogénea se forma laeseri

u(r.2) = A shA (a-2) (A1) .

se hacez =0, y se reemplazau( r,0) por f(r) para obtener
f(r) =2 AcshA (a) Jo(Ar)
k=1

Se sabe que esta ecuacion puede ser satisfechagiquierf en PC[0,1] haciendo qué) sh(A,a) sea

el k-ésimo coeficiente en el desarrollo en seriéretativo a las funciones Jg(A,r).

2 1
= f(r)J,(Ar)rdr
2 J (1) 3a(A,
[3,A)] sh(Aa) o
Por supuesto, ésta es una solucion formal. La thregerificar que satisface la ecuacion diferengias
condiciones de contorno no es simple (aun en es®e gue estamos suponiendo que la solucién no dejgkEn

0).

En consecuencia: A



COMENTARIOS FINALES

De la misma manera que hemos trabajado con la iéoude Laplace, se puede estudiar la ecuacion del
calor y la ecuacién de la onda.

Para poder resolver la mayoria de las aplicacideda fisica e ingenieria tenemos que pensar Eoi&a
de los desarrollos en serie para funciones de gigalapimero finito de variables independientes.aRdalo,
necesitamos trabajar en otros espacios vectoyalesinir el producto escalar, por ejemplo, paraasdo de dos
variables independientes como:

(f.9), = [[ f (x Vg y) p(¥) p(y) dxdy

Si trabajamos con coordenadas cartesiases el rectangul@<X<b , c<y<d vy tenemos que

estudiar serie doble de Fourier. Pero, nuestroetosdo siempre estan definidos en rectangulogrdipde la
geometria con qué coordenadas curvilineas es ciemienresolverlos. Las mas importantes para nuestro
propdsito, son las ortogonales: cilindricas, eséyi etc.
Asi, para la ecuacion de Laplace en un cilindrangsalas cilindricas y obtenemos el siguiente proble
0’u 10u 1 0°u 4%
—2+——+—2—2+—2:O O0<sr<R, -m<sf=<sm, O<z<nm
or ror r°06° o0z
ur,8,0) =u(r,8,m=0
uR,8,2=9@6,z2) ,-m<<m 0<z<m
Al separar variables tenemos desarrollos en ser@edde Fourier, donde aparecen las funciones de
Bessel de argumento imaginario, con lo cual se tioafa resolucién del problema.
Si la ecuacion de Laplace esta definida en unaagsfélizaremos coordenadas esféricas, por ejemplo

0°u 20du 1 0 ou, 1 1 0d@u

—t——+————(se—) +—=- — =0, 0<sr<R,-m<0=<m0<sgp<sm

ar? ror rzserﬁaé?( 68) r? serf@ 0¢7 R ¢
u(R,8,p) = f (0,9, —mr<l<, Osgst

Al separar variables, tenemos desarrollos en s#wlde de Fourier donde aparecen las funciones
asociadas de Legendre.
Todos estos temas son motivo para un proximo wabaj

CONCLUSIONES
En base a la reciente experiencia realizada enpestera implementacion en la asignatura Calculp IV
de las carreras de Ingenieria de la FACET, UNPpusglen enunciar las siguientes conclusiones preims:

» Se observa mayor interés de parte de algunos akiemestudiar e investigar temas como: Espacios
Euclideanos infinitos dimensionales, Series de ieoyrdesarrollo de funciones en Series de Fourier.
» Se les presenta le necesidad de estudiar e iggedfispacios Euclidianos de varias variables
independientes, en distintas coordenadas, Seriglesdde Fourier y el desarrollo de funciones en
Series dobles de Fourier.
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