TRES METODOS MATEMATICOS PARA UN MODELO SIMPLE DEL GOLPE DE
ARIETE.

Alicia E. Carbonell, Irma M. Benitez, Liliana E. Giménez, Mauricio C. Friedrich

Facultad Regional Parand. Universidad Tecnoldgica Nacional. Argentina.

alielecarbo@gmail.com; manybenitez@hotmail.com ; lilianagimenez@yahoo.com.ar;

mfriedrich@hotmail.com _ Area Temdtica: 2 - Aplicaciones de la matemdtica

Palabras claves: método de las caracteristicas-golpe de ariete- trabajo interdisciplinario

Resumen:

El fenémeno del golpe de ariete se produce en conducciones cerradas cuando se altera bruscamente el caudal
por cierre de una valvula. El efecto fisico es muy conocido en mecénica de los fluidos y consiste en la aparicion
de movimiento oscilatorio del fluido con la correspondiente variacion ondulatoria de la presidn en gran
magnitud. Se usa el modelo mas simple posible proveniente de la teoria elastica que da lugar a una ecuacion
diferencial hiperbdlica con condiciones iniciales y de frontera especificas. Se implementa el método de las
caracteristicas para simular computacionalmente el efecto y ensefiar el tema de forma motivadora como
integracion de saberes desde distintas disciplinas.

Introduccion:

El fenomeno del golpe de ariete, se produce ante el cierre brusco de un obturador o una valvula, la
detencion de una bomba o el arranque de una turbina. Es tan importante la solicitaciéon producida sobre la
instalacion que han sido numerosos los casos que pueden citarse en los que la imprevision acerca de su presencia
ha determinado la inutilizacion definitiva de instalaciones muy importantes y muy costosas. Por tratarse de un
caso extremo en cuanto a la magnitud de las consecuencias y porque es la referencia que se toma en los calculos
y proyectos como margen de seguridad, se analiza en este estudio lo que se define como “cierre instantaneo”. Se
supone que en una tuberia de transporte, el obturador o valvula estrangula la corriente en un intervalo de tiempo
tan pequeilo que puede ser considerado “cero”. En el andlisis de este fendmeno participa una variada gama de
aspectos, tanto propios de la dindmica de los fluidos como de la estatica del s6lido y de la resistencia de
materiales, lo que lo convierte en un ejemplo tipico de integracién de conocimientos en el campo de la
ingenieria. Ademas, las aplicaciones derivadas del desarrollo de sistemas de proteccion de las instalaciones,
como de la optimizacion de recursos en los materiales utilizados ofrecen un campo tan vasto de posibilidades,
que permiten lograr soluciones con nuevas metodologias de calculo. Los resultados tedricos esperados de
presion en funcidn del tiempo, con un supuesto comportamiento elastico en la valvula y en el punto medio de
la tuberia se muestran en la Fig 1.
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Fig. 1: Presion - Tiempo teodrico
Fundamentacion:
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Dada la importancia de innovar en las metodologias de ensefianza del abordaje y resolucion de los
problemas que le son propios a los ingenieros se hace un trabajo interdisciplinario que permite mostrar la
importancia de la integracion de saberes al encarar el andlisis de un problema definido.

Desarrollo:

Especificaciones del problema real que se trabaja:. el estudio se hace en un sistema elemental de un
tanque con la libre circulacion de un liquido de una densidad determinada, en el que se produce un fenémeno
transitorio a partir de un cierre instantaneo de una valvula. En particular, el liquido contenido en el sistema es

agua.
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Fig.2: Tanque - cafieria
La altura piezométrica especificada en la Fig. 2 es la altura que alcanzaria el liquido en una chimenea de
equilibrio vertical colocada en la abscisa correspondiente de la cafieria y, para hacer simplificaciones, se
supone coincidente con la altura cota del tanque de suministro del liquido. El suministro de agua del tanque es
tal, que en estado abierto el flujo de liquido por la caferia seria constante, y también se mantendria constante la
altura del agua en el tanque. Se simplifican los supuestos para lograr un modelo dindmico simple. El modelo
fisico representa el estado transitorio donde se produce la sobrepresion en la cafieria. En una implementacion
concreta, el tanque de reserva tiene una altura, de la superficie libre respecto a la direccion del eje del cafio, de
Hcot = 40 m. El fenémeno del golpe de ariete se origina por el cierre instantaneo de la valvula VE. ; segln la

teoria elastica, se produce instantdneamente una sobrepresion de amplitud Ap= p a VO, donde a es la

celeridad de la onda de perturbacién de presion en el medio fluido, se toma como a = 1200 ms y el peso por

unidad de volumen del agua en condiciones normales esp=1000 kgm3. La pared de la cafieria se estudia como

de comportamiento solamente eléstico. El agua se considera como un liquido no viscoso y su factor de friccion
con el liquido se desprecia en este fendmeno transitorio. La longitud de la cafieria es L= 600 m y el didmetro es

D = 60 m. Las ecuaciones que modelan el fendmeno, tienen como incognitas a la presion, p =p(xt) , y la

velocidad, V =V (x,t) de un elemento de fluido y se basan en las ecuaciones de balance de masa, cantidad de

movimiento y de energia que con detalle se puede ver en [3]. Una de las ecuaciones se deriva de la segunda ley
de Newton, suponiendo direccion unidimensional del movimiento del liquido en la cafieria:
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, vy laotra, de las ecuaciones de continuidad aplicada a un volumen de control:
En las expresiones L1 y L2 involucran las siguientes constantes: p, a, D que es el didmetro de la cafieria, y f, el

factor de friccion de la pared. El reemplazo de dVot de (1) en la ecuacion (2) da lugar a la ecuacion diferencial

que modela el fendmeno de la sobrepresion en el estado transitorio
a* , 0
3 (x,£) = a 5 (x,8) (4
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; una ecuacion analoga modela la velocidad de la onda en el estado transitorio
Las condiciones iniciales son conocidas. Se dan en el cierre instantdneo de la valvula, en la que la velocidad en

todos los puntos x de la cafieria es VX, t=0=2 g Hcot y la presion del fluido, px, t=0=p g Hcot, con 0<x<L.

En el lugar de acople de la cafieria y el tanque Vx=0,t=0. Las derivadas de la presion y de la velocidad en el

instante inicial presentan una singularidad en el extremo de la cafieria, donde se encuentra la valvula. El
problema se resuelve con la consideracion del crecimiento lineal de los valores en el ultimo escalon de tiempo
de la discretizacion temporal implementada. La derivada de la presion en todos los puntos de la cafieria en el

instante inicial se considera cero, excepto en x= L, donde se especifica el valor lineal de aumento desde el valor

p al valor p+Ap en el Gltimo escalon de tiempo. De igual manera se especifica la derivada de la velocidad en

t=0, variando linealmente en el ultimo escalon de tiempo de la discretizacion a realizar desde el valor inicial a

cero. Al despreciar la friccion el tiempo del transitorio es infinito se aplica el Método de las caracteristicas, con

base a ref [5]. De las ecuaciones (1) y (2), la combinacion lineal: L=L1+AL2=0, verifica para cualquier

valor real de A. Si en particular A=+1p a , entonces resulta d xdt= *a y esto vale para las direcciones

caracteristicas en los puntos de las rectas marcadas en verde en la Fig. 3. Sea L la longitud del espacio donde se

produce el fendmeno. Haciendo un mallado de [0, L], en una cantidad par de partes n, de ancho Ax y el



correspondiente mallado temporal con At =Ax a . La condicion de velocidad caracteristica se cumple también

en todas las rectas indicadas en el dominio del problema de igual direccion que las indicadas en verde en la Fig.
3.
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Fig.3: Mallado x-t
Calculando las integrales definidas de la ecuacion de las velocidades en las direcciones caracteristicas, desde A a
P, y desde B a P, respectivamente, se obtienen dos ecuaciones. Estas determinan la presion y la velocidad en el
punto P en el tiempo t, en funcion de los valores correspondientes a los nodos laterales, A 'y B en un tiempo
anterior, como se representa en la Fig.4. Una ecuacion corresponde a la direccion caracteristica C+, la trayectoria
recta de pendiente positiva, y da la presion y la velocidad del punto P, en funcion de los respectivos valores del
punto A. La otra, da los valores de velocidad y presion del punto P, en funcién de los valores del punto B.
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Fig. 4: Triangulo de referencia en el mallado espacio temporal

Cuando el mallado espacial es regular y se hacen n partes, quedan determinados en el espacio n+1 nodos, {x0,

x1, x2,.., Xi,.,xn}, i es un indicador entero, 0 < i < n. Para generalizar lo que sucede en todos los nodos

interiores de la malla, se relaciona el nodo A coneli- 1, el nodo B coneli+ 1y elnodoP con el i-¢simo. Se
llega a determinar las ecuaciones de presion y velocidad para cada uno de los nodos intermedios en el tiempo t,
en funcion de la informacion en los nodos laterales en el tiempo t - At. En lugar de trabajar con las presiones y
las velocidades, se lo hace con los valores de uso técnico para estos problemas, que son la altura piezométrica

Hy el caudal Q. El cambio de variables se hace segun las siguientes expresiones: p=pgH y Q =V A, donde

g es la aceleracion de la gravedad, A es la seccion transversal por la que fluye el liquido y D es el diametro de la



cafieria. Como los valores de H y Q en un nodo interior calculados segin ambas direcciones caracteristicas tienen

que coincidir, resulta: Qi=Cp -CM Bp + BM (5) y Hi=Cp -Bp Qi (6),donde Cp =Hi-1-BQi-1 , CM

= Hi+1-B Qi+1 , Bp=B+R Qi-1, BM=B+R Qi+1,y R=fAx2 gD A2 . Para tiempos t > 0, correspondiente

a los multiplos pares de At, la informacion en los nodos laterales no esta disponible; se incorpora una ecuacion
adicional especifica para cada borde y para cada problema.
Las condiciones de borde son impuestas por el problema en particular. El caudal en el borde donde esta la

valvula, genera una de las condiciones de frontera, parat=0, Q(L,t) =0y HL, t. En el inicio de la cafieria, la

altura piezométrica es la altura del tanque H 0, t= 40 m y el caudal se deduce de las relaciones especificadas

para el triangulo de referencia desde B hasta P.

Resultados:

Las implementaciones se han hecho de manera elemental sobre plataforma Linux desarrollado en
Octave. Los resultados obtenidos con el método de las caracteristicas, muestran los resultados esperados de
presion variable en funcion del tiempo. En un instante fijo t, se muestra en la Fig.5. Los autores ponen a
disposicion de quién esté interesado el software elemental desarrollado. Se han hecho implemtaciones con el
método de elementos finitos y diferencias finitas, segun los resultados de [1] y [2] que no se presenta en este
trabajo porque los resultados obtenidos no son como los esperados, o no se ha correctamente el software de
simulacion. El mejor resultado ha sido la interaccion entre distintas catedra en la ensefianza de un tema que
parece elemental y que al momento de las implementaciones presenta una variedad de situaciones problematicas
que no se encuentran desarrolladas en la teoria de ningun libro y que se pueden resolver al plantearlas en grupos
interdisciplinarios. Al aplicarlo, como metodologia docente se puede hacer extensivo a los alumnos produciendo
motivaciones especiales para la ampliacion de conocimientos en las areas de interés. El producto conceptual,
actitudinal y procedimental del trabajo conjunto de profesores para la resolucion de un problema puede ser

mostrado a los alumnos como trabajo académico posible.
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Fig.5

Conclusiones:

Se presenta el método de las caracteristicas como el método mas simple que modela de manera similar a
la bibliografica el fenomeno real. En el analisis desarrollado precedentemente se ha idealizado las caracteristicas
tanto del fluido como de la tuberia y se ha despreciado la viscosidad del fluido, la respuesta del material a la
carga instantanea de sobrepresion, el limite de vacio y presion de vapor del liquido, el cierre de la valvula en
tiempo finito que no es precisamente instantaneo, la elasticidad imperfecta del conducto entre otros. Con



respecto a la tuberia, se ha considerado un comportamiento elastico, cuando en realidad es elastoplastico. En la
representacion de la variacion de la presion en la valvula respecto del tiempo, se toma como linea de base la que
corresponde a la presion del fluido en el conducto al momento de producirse el cierre. Una conclusién a ser
tenida en cuenta en estudios posteriores, es que la diferencia resultante de sustraer a dicha presion el valor
calculado nunca puede ser inferior al que corresponde al vacio absoluto, presion cero, por lo queda determinado
este valor como el minimo absoluto. Como se trata de un liquido real, al descender la presion y alcanzar un valor
equivalente al de la presion de vapor de dicho liquido, se produce cavitacion (“cavidades” consecuentes del
cambio de fase liquida a fase vapor). Por lo tanto es realmente el valor de presion de vapor del liquido,
correspondiente a la temperatura a que se encuentra, el limite inferior de la presion mientras dure el fenémeno.
Con respecto a los resultados simulados se obtienen valores negativos que son menores al minimo, fisicamente
posible porque la depresion no puede descender por debajo de la “presion de vapor” del liquido respecto del
vacio absoluto (p = 0). La simulacion puede ser enriquecida con el agregado gradual de distintas variables que
intervienen en el fenomeno del golpe de ariete.
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