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Resumen
El presente trabgjo tiene como proposito analizar el comportamiento de los estudiantes en el tema de funciones, este
andlisis se orienta hacia una reflexion sobre la ensefianza de funciones que podria trascender como un aporte a los
docentes responsables de los cursos de precalculo donde se aborda el tema.
Consideramos cinco preguntas de este tema; nuestra mirada abarca, dos universidades chilenas, una espafiola y
nuestra Universidad de San Luis, Argentina. Es un estudio descriptivo basado en la observacion de la eleccién de las
respuestas de |os estudiantes a preguntas de opcidn mltiple.

Introduccion:

Este trabagjo forma parte de un estudio més amplio destinado a determinar el conocimiento matematico inicial y la
capacidad de razonamiento cientifico de los alumnos ingresantes, y como estos factores inciden sobre el desempefio
en las asignaturas Célculo | y Algebral. (Barrozo, Pérez, Benegas, 2009)

El estudio mencionado, de tipo correlacional, mostré muy bajo nivel de conocimientos mateméaticos de los alumnos
ingresantes, con un rendimiento medio en el TCPM (Test de Conocimientos Previos en Matemética) de 42,3%. Este
estudio se realizé con datos aportados por las evauaciones tomadas a los estudiantes ingresantes a carreras de
ciencias eingenieriaen la Facultad de Cs. Fisico-Mateméticas y Naturales de la UNSL.

Teniendo en cuenta que los items utilizados eran de baja dificultad relativa, alcanzando sdlo uno de €ellos el nivel 4
delaescalade 1 a6 utilizada por el relevamiento PISA 2003 (OECD PISA 2003b), e relevamiento confirmd, anivel
local, € bajo nivel de logro en mateméticas de los estudiantes argentinos no sélo en PISA 2003, donde un 75%
estuvo ubicado en € nivel delogro bajo, sino también en el Operativo Nacional de Evaluacion (ONE 2003).
Fundamentacion:

El presente trabajo tiene como propdsito analizar €l comportamiento de los estudiantes en € tema de funciones, ya
gue numerosas investigaciones muestran que un tratamiento adecuado de contenidos relacionados con las funciones
influye en €l aprendizaje del calculo diferencial.

Decidimos analizar mas profundamente algunas preguntas del tema de funciones extendiendo nuestra mirada a otras
regiones, para mejorar la construccion de los instrumentos de evaluacion y especial mente hacer un aporte a grupo
docente que tiene a cargo la ensefianza en |0s cursos de ingreso.

Este andlisis se orienta hacia una reflexion sobre la ensefianza de funciones que podria trascender como aporte a los
docentes responsables de los cursos de precalculo donde se aborda el tema.

Aspectos tedricos y metodologicos:

El concepto de funcién se puede mirar en diferentes marcos epistemol 4gicos, es claro que no es suficiente con mirar
a una funcién como una relacién entre dos conjuntos, €l concepto transita entre dos grandes contextos. algebraico y
gréfico, ademas de la problemética central vinculada a concepto de funcion referida a los distintos registros de
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representacion: formula, grafico cartesiano, descripcion verbal, tabla de valores. Duval (1995) plantea que una causa
importante del fracaso escolar esté relacionada con €l pasgje entre las diferentes representaciones.

Si bien es importante el dominio de uno de los registros, Duval expresa: “la comprensién (integradora) de un
contenido conceptual reposa en la coordinacion de al menos dos registros de representacion, y esta coordinacion se
manifiesta por la rapidez y la espontaneidad de la actividad cognitiva de conversion...la adquisicion de los
conceptos matematicos es una aprehension conceptual y la actividad con los conceptos matematicos sélo se da a
través de las representaciones semiéticas, es decir un concepto matematico visto en sus distintas representaciones,
proporcionara informacién especifica, dando solidez al concepto™. Duval R. (1993, p. 186)

Resulta importante aclarar qué entendemos por “comprender un concepto matemético”. En nuestra concepcion no
quiere decir conocer la definicion de tal concepto. Adoptamos aqui la postura de Anna Sierpisnka (1996) (y otros
como J. Locke, Dewey y Hoyles & Noss por €ella referenciados) los cuales consideran que intervienen en la
comprension cuatro operaciones mentales fundamentales, llamadas actos de comprension:

Identificacion, en el sentido de descubrimiento o reconocimiento, surge como objeto principal, como algo de interés
y del cua setiene la intencidn de comprender. Discriminacion, se refiere atragr a nivel consciente la existencia de
dos objetos distintos, notando no s6lo la diferencia entre €ellos, sino también sus propiedades relevantes.
Generalizacién, este acto se refiere ala posibilidad de extender el rango de aplicaciones. Sintesis, es la percepcion
de enlaces entre hechos aislados: resultados, propiedades, relaciones, objetos, que permite organizarlos en un todo
consistente.

Cualquier acto de comprension concerniente a un concepto lo reduciremos a menos a una de estas categorias, este
modelo comprende adicionalmente otra actividad: € uso. Usar no es un acto de comprension, pero es ciertamente
una condicion necesaria para que un acto de comprension ocurra.

La metodologia usada es esencialmente cudlitativa ya que a pesar que trabajamos con porcentajes, mediciones y
datos precisos, €l centro del andlisis desde sus objetivos hasta sus conclusiones plantea como prioridad analizar los
procesos subjetivos del aprendizaje, por otra parte, presentamos el estudio de tipo descriptivo basado en el andlisis de
la eleccion de las respuestas de los estudiantes. Tomamos como eje de comparacion los aspectos cognitivos
independientemente que se trabaj6 con test diferentes, dado que lo que nos interesa es analizar procesos de
comprension y dificultades identificables.

Desarrollo:

El andlisis se realiza sobre una seleccion de cinco (5) preguntas sobre el tema funciones que estuvieron incluidas en
diagnosticos aplicados a alumnos del primer semestre de carreras cientificas en dos Universidades chilenas:
Universidad de Santiago de Chile y Universidad Catdlica del Norte y otra espafiola, Universidad de Alcala y € Test
de Conocimientos Previos en Matemética (TCPM) que consiste de 30 preguntas de opcién multiple que se toma a
los ingresantes de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas y Naturales después de un curso breve de Matematica.
Parala pertenenciasobre el nivel de dificultad de las preguntas, tomamos como referenciala escala del relevamiento
PISA 2003 (“La evaluacion de la Cultura Matemética’, OECD 2003b) que propone 6 niveles. Observamos que en
su mayorialos items de las pruebas corresponden a un nivel de dificultad medio—bajo, nivel 3.

Las pruebas de respuesta de opcién multiple son las recomendadas para evaluar poblaciones importantes de
estudiantes en el &rea de Mateméticas (Luengo, 2001) pero entonces la confiabilidad del instrumento es relevante.
Nuestro andlisis se apoya en items que forman parte de instrumentos donde la confiabilidad y coherencia de los
mismos ha sido reportada. (Mini, Pérez, Benegas, 2005)

El test utilizado en las Universidades de Chile y Espafia constaba de 18 preguntas referidas a habilidades de
razonamiento y conocimientos mateméticos considerados necesarios para cursar mateméticas y fisicaen el primer
afo. El mismo fue aplicado a 636 alumnos de ingenieria en universidades chilenas y 57 de alumnos de biologiaen la
universidad de Espafia, en la primera semana de clase del primer semestre.

El test empleado en la UNSL es un prueba de 30 preguntas con respuestas de opcién mdltiple tomada al final del
Curso de Ingreso 2008, alos 364 aspirantes de |as carreras de Ingenieria, Fisica, Matematicay Computacion.
Resultados:

Analizamos tres problemas sobre funciones lineales.

i) UNSL item 28 Marzo08 — Nivel 3 PISA.

. . _ 1
La ecuacion de la recta que corta al eje y en —1 y corta al eje x en E es:

A) 2x—y-1=0  33% B)il+ —1 17%

Nk <



X X
o= +Y_0 17 % D)X —y—1=0 21%
11 2
2
No contesta 6%

Aqui podemos identificar un error conceptual: no relacionar que cada corte con los ges coordenados es un punto
(x,y) por €l que pasa la recta. Més del 60% (suma de respuestas incorrectas) €ligié las opciones que reflejan que
tienen problema para trabajar con coordenadas; no identifican cual es la primera componente del par y cud la
segunda. Ademas no se interpreta completamente la consigna, de acuerdo a las opciones elegidas y de los
porcentajes obtenidos inferimos que les basta con que un punto pertenezca a ella, no consideran el dato de que la
recta pedida debe pasar por dos puntos. Los examinados eligen como solucién, la opcién en que uno de los puntos
dados pertenece alarectay el otro no es considerado.

ii)UNSL item 29 Marzo08 — Nivel 3 PISA.
La ecuacion de la recta perpendicular a la recta r y que pasa por el punto A(—2,2) es:

Ay /

A)y=-2X—-2 20% 7
B)y:—lx 10% of

2

1 1
C)y:—§x+1 48% . >

x

D) y=2x+1 18%
No contesta 4%

La opcidn A) fue la segunda més elegida, pero incorrecta, inferimos un error conceptua: desconocimiento de la
relacién existente entre las pendientes de rectas perpendiculares. La eleccion de la opcién D) nos muestra problemas
deinterpretacion, lecturargpida, se elige porque eslaecuacion de larecta que aparece en €l dibujo, pero no la que se
pide. La eleccion de la opcion B) reflgja que el concepto de la relacion entre pendientes de rectas perpendiculares se
sabe, pero no se considero € otro dato.

Ambos items, 28(i) y 29(ii), discriminan bien, con un coeficiente biserial alto, pero difieren bastante en €l coeficiente
dedificultad, 1,5 parael item 28y 0,69 parad item 29, reflejando asi |a diferencia obtenida en el rendimiento.

ftem 28 item 29
Cantidad Cantidad
de de
Opciones | estudiantes| % Opciones | estudiantes %
A 118 32 A 73 20
B 61 17 B 35 10
C 63 17 C 176 48
D 98 27 D 66 18
N/C 24 7 N/C 14 4
364 100 364 100

Nos parece interesante mostrar esta diferencia entre dos gjercicios del mismo tema, 32 % de respuestas correctas en
e item 28y 48 % en el item 29.

Laprincipal diferencia entre estos, es la forma en que se presentan los datos. En el item 29 aparece un punto por €l
gue pasa la recta pedida y, s bien no se explicita la pendiente, los alumnos parecen manegjar las relaciones entre
pendientes de rectas y perpendicularidad, ademas |a presentacion del grafico ayuda a verificar |arespuesta obtenida
Ladificultad del item 28 radicd probablemente en que no se daba como dato los puntos por los que pasaba la recta.
Ademas |as opciones presentan la ecuacion general de larectay no la ecuacién candnica.

Por otra parte si bien en ambos items se est4 evaluando la construccion de la ecuacion de una recta se incluye otro
tépico, en un caso puntos de corte con gjes coordenados, y en € otro pendiente de recta perpendicular a una dada por
un gréfico.



iii) Otras universidades (mencionadas en laintroduccion)

La ecuacion de la recta de la figura es:

a) y=%2x+1 68% b) y=x+% 3%
) y=2x+1 13% d) Xx=%y+1 3%
€) ninguna de las anteriores 7% no contesta 6%

Este problema (iii), tuvo un mejor porcentaje de rendimiento. Se trata de evaluar
€ paso del registro grafico al algebraico, interpretar la grafica dada y elegir la ecuacién apropiada. Solamente pide

identificar la grafica con la ecuacion.

El (ii) también requiere pasar de un registro gréfico a uno algebraico, pero se introduce un dato adicional,
“perpendicular a larecta de laimagen”, hay un proceso de comprension del enunciado y de aplicacién de conceptos

y relaciones méas complejo que el mostrado en el gemplo (iii).

Sobre funcion de proporcionalidad inversa analizamos dos ejemplos de gjercicios tomados en universidades chilenas

y laespafiola mencionadas.
iv) Nivel 3PISA

item 6) En una clase de Fisica y Quimica se estudi la presion y el volumen con globos. Los estudiantes
llevaron a cabo un experimento en el que cambiaban la presidn ejercida sobre un globo y después median su

volumen. Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente tabla:

Presion sobre el globo (N/cm?) 0,35 0,70

1,03

1,40

1,72

Volumen del globo (ml) 980 550

320

220

180

¢Cual de los siguientes graficos representa correctamente los datos?

a) b) c)

VLP VEP V&P Vup

a) 1% b)3% ) 87%
No contesta 4%

v) Nivel 4-5 PISA

item 9) EI valor del potencial eléctrico (V) a diversas distancias (r) de una carga puntual (Q) verifica la

relacion:
V = Q

Are o r

¢Cual de los siguientes graficos corresponderia a una relacion de ese tipo?

a) b) c)

L VL V&r V&r

a) 7% b) 7% c) 32% d) 18%
no contesta 36%



Los dos items involucran la funcion de proporcionalidad inversa, pero la principal diferencia es la manera en que se
presentan los datos, uno mediante unatabla de valores, y € otro através de unaférmula.

El item 6 (iv) exhibe una tabla de valores que muestra una relacién de proporcionaidad inversa entre las variables
presién y volumen, y a partir de ella los alumnos tienen que identificar cudl es el gréfico que representa dicha
relacion. El item tiene en general un muy buen rendimiento, €l 87 % opt6 por la opcidn correcta, € resto de los
distractores, précticamente, no fueron tenidos en cuenta.

Sabemos que el primer acercamiento significativo de los estudiantes al concepto de funcidn es sin duda mediante la
construccion de tablas. Este

método  constituye  una item 6 destrezas

herramienta fuerte para (tabla - gréfico - "c" corecta)

elaborar conjeturas y espe-
cidmente se emplea para
bosquejar gréficas. %0
Pensamos que esta familiari-
dad con € recurso ayud6 a
interpretar los datos numé- 701
ricos y elegir la gréfica "
correcta, sin embargo del
resultado favorable de este
problema no podemos inferir
la comprension de la nocidn
de proporcionalidad inversa.

100

80

OUAH
Bucn
Dusach
Otodas

50 q

% de eleccion

40

30

La presentaciéon de los 20

distractores no ofrecieron

dificultades a los estudiantes, 7

por gemplo no figura una olem = [ed P : i_h :
opcion como la (d) del item 9 2 ® © ¢ e

distractores

(v), otrafuncion decreciente.
Analizamos €l item 9, el 32% de alumnos es capaz de reconocer el gréfico correspondiente a una relacion inversa
entre dos variables expresado a partir de unaférmula.

La dificultad principal probablemente radica en el hecho que aparece méas de una letra en la expresion, lo cual
muestra la fata de iden-

tificacion 'y control  de item 9 destrezas

variables. (Férmula-gréafico - "c" correcta)

La eleccién de las opciones
de respuesta estuvo mas
distribuida que en e caso
anterior. El distractor més 50 .
elegido (opcion d con 18%)
corresponde a una relacion
lineal con pendiente
negativa, lo cua reflgja que
los aumnos desconocen
funciones no linedles; sin
embargo de la poblaciéon que » —
contesta, perciben que la
relacion es decreciente. Un

60

40

BOUAH
Bucn
DOusach
Otodas

30 —

% de eleccion

36% no responde, estimamos 1o u
que no pudieron establecer m

ninguna vinculacién entre N ‘ ‘ ‘ ‘

formulay gréfico. a b c d ne

distractores

La férmula involucrada es
una relacion de proporcio-
nalidad inversa, sin embargo una dificultad clara es |a presentacion de la misma, aparecen varias letras, sdlo unaesla
variable, la cuestién es que el estudiante debe relacionar €l enunciado con el esquema cartesiano para deducir que la
variable independiente esr. En laformulano esta explicitala notacion funcional v (r) .

Conclusiones
Respecto de los giemplos (i) y (ii), observamos que para obtener la respuesta correcta se requeria la concurrencia de



relacionar e identificar dos 0 més conceptos, posiblemente esta sealarazén del bajo rendimiento.

De todas formas pensamos que items del tipo (i) y (i) deben formar parte de las evaluaciones, ya que permiten
percibir “actos de comprension”. En vista de las dificultades observadas, deberiamos orientar la intervencién
pedagdgica apuntando a la ejercitacion de las operaciones mentales que se interponen en todo acto de comprender.
La metodologia de ensefianza deberia ser un proceso de construccién de significados y uso de los conceptos de tal
forma que la apropiacidn de estos conocimientos se de.

El mejor resultado del gercicio (iii) es predecible, ya que en este caso solamente se requiere pasar del registro
gréfico & algebraico y la presentacion de |as opciones de respuesta son del tipo y = mx + b, tiene menor complejidad
que las preguntas (i) y (ii).

Siguiendo nuestro marco tedrico (Sierpinska), comprender € concepto de funcion lineal y su representacion, lo
concebimos como el acto de captar su significado, este acto sera de generalizacion y sintesis de significados
relacionados a elementos particulares del concepto: recta que pasa por dos puntos, ecuacion de la recta conocida
pendiente y un punto, rectas perpendiculares, rectas paralelas, etc.-

Estos significados particulares tienen que ser captados en actos de comprension, de modo que se construya €l
significado de cada concepto y puedan identificarse y discriminarse en las preguntas de eval uacion.

Compartimos 1o que expresa Guzman al referirse a registros de representacion en una variable: “las respuestas
analizadas muestran deficiencias conceptuales y falta de coordinacion entre los registros algebraicos, gréfico y
lenguaje natural. Esto es una posible consecuencia de la ensefianza recibida por estos estudiantes”. ... “La
preparacion es insuficiente en este tipo de tareas; estas traducciones y traslados requieren aprendizaje, como ya se
ha mencionado; no surgen como acciones espontaneas del sujeto”. (Guzman I. 1998, p.20)

A partir de esta exploracion se intentard exponer alos equipos docentes que intervienen en la organizacion de cursos
preparatorios para el cdculo ciertas reflexionesy consideraciones surgidas de la investigacion, que pueden aportar a
desarrollar la comprension de aspectos relativos alas funciones.

a) Recordar que la ensefianza del tema funciones debe acompafiarse de la visualizacion que incluya la interpretacion
y comprension de modelos graficos y también desarrollar 1a habilidad para traducir en representaciones gréficas la
informacion que es dada en forma simbdlica o en otras formas como tablas, esquemas o lenguaje natural.

b) Considerar los distintos papeles que pueden jugar las variables y los parametros, y las diferencias a hacer
sustituciones, por gjemplo, en laexpresion y = ax+b tantox, y (las variables) como a,b (los parametros) representan

ndmeros, pero los objetos matematicos que se obtienen al efectuar la sustitucidn, son muy diferentes. En términos del
plano cartesiano, sustituir valores para x, y fija un punto del conjunto de todos los puntos posibles, mientras que
sustituir valores para a,b fija una recta del conjunto de todas las rectas posibles. Sugerimos que distinguir esta
multiplicidad de significados que pueden tener los simbolos dependiendo del contexto y la capacidad de manejarlos
es una componente del sentido de los simbolos que deben abordarse en la ensefianza. (Arcavi, 2008).

C) Exponer informacion, ejemplos, sobre la existencia de relaciones lineales y no lineales y analizar diferencias 'y
semejanzas.

d) Crear las oportunidades durante €l desarrollo de los temas para evaluar €l grado de comprension por parte de los
estudiantes. La evaluacién a final no ayuda a los estudiantes a mostrar sus desempefios de modo que puedan
perfeccionar y retroalimentar su comprension.

Como conclusion final, pensamos que debemos dirigir nuestra atencién hacia las préacticas de aula. Desarrollar
comprension de conceptos, €l sentido de propdsito del uso de los simbolos 'y el poder que su uso y comprension nos
confiere sobre una gran cantidad de situaciones y problemas. Dar importancia a la visualizacién y reconocer que el
aprendizaje de la matematica se favorece cuando se incorporan actividades que coordinen varios registros de
representacion.
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