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RESUMEN

El aprendizaje de los temas de Célculo en primer afio en las carreras de Ingenieria, suele ser problematico
para los alumnos, lo que conlleva a una gran cantidad de fracasos y posteriormente, en muchos casos, a la
desercion de los esudiantes.

El concepto de limite, es uno de los temas que mayor dificultad presenta, dado € alto grado de abstraccion
gue e necesita para su comprension y apropiacion.

En el presente trabajo presentamos el analisis de las respuestas de estudiantes con relacién a algunas
cuestiones que tienen que ver con € aprendizaje del concepto de limite, tales como: Definicion del concepto de
l[imite y aplicaciones.

S bien la representacién gréfica, a criterio de los docentes y libros de textos, es la forma mas intuitiva,
comprensible y facilitadora para la comprensién del concepto, pareceria ser que a los alumnos no les resulta tan
evidente su interpretacién y calculo en este registro.

Observamos que existe un importante porcentaje de alumnos que si bien resuelven correctamente en forma
algebraica, presentan dificultades para la comprension de estas cuestiones en la definicion de este concepto.

INTRODUCCION

A través de nuestra experiencia como docentes de la asignatura Andlisi's Matematico | en carreras de
Ingenieria hemos comprobado las dificultades que a los alumnos se les presenta cuando se les ensefia la nocién
de limite de una funcién. Diversas investigaciones tales como Cornu (1983), Delgado (1995), Espinoza (1998),
Blazquez (1999), Robinet (1983), Sierpinska (1985), Sanchez (1997) y Tal y Vinner (1981) dan cuenta de estos
hechos.

Este concepto es fundamental para otros temas de la asignatura tales como derivadas, integrales, etc.

AUn cuando logran superar la materia con un buen rendimiento en muchos casos, fracasan o no tienen buen
desempefio al desarrollar actividades en materias posteriores que requieran de lareflexion y del uso adecuado de
esta nocion. Laresolucion de problemas es pobre cuando estos alumnos enfrentan situaci ones nuevas; sobre todo
en aguellas que no indican expresamente |a accion que deben realizar.

En cuanto a su ensefianza, € tratamiento es basicamente el siguiente: se les explica la definicion con los
teoremas correspondientes, para luego enfrentarlos a gercicios algoritmicos, en donde sdlo debian encontrar €
valor de distintos limites, aplicando los teoremas estudiados y realizando transformaciones en las funciones de
manera que a éstas Ultimas sea posible encontrar los valores de los limites.

Artigue (1995) establece que se ha comprobado que la ensefianza tradicional tiende a centrarse en una
préacticaagoritmicay algebraicay a evaluar sobre las competencias adquiridas en este dominio. De esta manera,
los distintos temas que se desarrollan, dependen de las definiciones matematicas de los objetos, perdiéndose €
valor que tienen las conversiones entre registros para los aprendizajes, debido que no se exploran de manera
consistente las actividades que favorecerian su articulacion con otros medios de expresion y representacion
matemética que utilicen € uso simultaneo de varios registros de representaci on semiética.

Esta situacion se agudiza en los alumnos de las carreras de Ingenieria, ya que € uso que se da a los
conceptos matematicos como model os, cumple con objetivos muy diferentes: por un lado, en los procesos de
resolucion se requiere implementar métodos numéricos de calculo y también graficos para la representacion del
problemay por otro, cuando se tiene una solucién algebraica d principa interésreside en interpretar € resultado
implicito dicha solucion.

Por tratarse de una nocién que requiere altos niveles de abstraccion, su aprendizaje se reduce a una mera
memorizacion de la definicion del concepto, 1a que facilmente es olvidable, dado la falta de interpretacion de la
misma, presumiblemente, por la falta de articulaciones entre varios registros. Sin embargo, pueden redizar
calculo correspondiente sin mayores dificultades

Pensamos que le ensefianza tradicional, que se limita a la definicién métricay al calculo, no tiene sentido
hoy en dia, ya que & concepto, por una parte, cas nunca se logra aprender, a cabo de un afio casi ninglin
alumno es capaz de recordarlo, (Blazquez y otros, 2006 ) y, por otra, carece de sentido invertir demasiado
tiempo lectivo en que los alumnos aprendan € calculo de limites (que también lo olvidan facilmente) cuando la
computadora puede hacer estas tareas que, ciertamente, no aportan conoci miento.
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En este trabajo, que forma parte de una investigacién mucho mas amplia que trata especificamente sobre la
comprension ddl concepto de limite en alumnos de las carreras de Ingenieria, trabajamos los registros
numéricos, gréficos, verbales y simbdlicos y las conversiones entre elos, ahondando en planteamientos
controvertidos que tienen que ver con e concepto aplicandose una metodologia cualitativa y considerandose €
marco tedrico: Registros de Representacion Semidtica de Raymond Duval (1998) para determinar que y como
aprenden estos alumnos.

OBJETIVOSY METODOLOGIA

La muestra en esta investigacion son los alumnos de |as carreras de Ingenieria de la Facultad de Ingenieriay
Ciencias Econémico Sociales de la Universidad Nacional de San Luis (Argentina).

En este trabajo analizamos como los alumnos definen € concepto, si recurren a la conceptualizacion como
aproximacion optima (Blazquez, 1999) o a la definicién mérica. Estudiamos los errores que cometen en ambas
conceptualizaciones y la aplicacion del concepto en determinados hechos puntuales (la existencia del limite
cuando lafuncién esta definidaen € punto, s € limite es alcanzado por lafuncién, etc.).

DEFINICION DEL CONCEPTO Y APLICACIONES

En este apartado se trata de averiguar, hasta que punto los alumnos interiorizan € concepto de limite. En
concreto, se les propuso que escribieran la definicion de limite que ellos quisieran, que enunciaran las
propiedades y, después, que respondieran a unas cuestiones de forma razonada para averiguar si 1os alumnos
comprenden que se deben considerar entornos reducidos en e punto y que € limite puede ser acanzado por la
funcion.

Las cuestiones disefiadas para tal fin se incluyeron en & examen fina de la asignatura. Este fue respondido
por 15 que ya habian terminado de cursar la asignatura y habian aprobado todos los examenes parciaes (e
examen final es obligatorio). Son éstas:

Cuestion 1.
a) ¢Como sedefine el limite de la funcidn en un punto?
b) Enuncialas propiedadesdel limite.
c) Explica por qué las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
i. S lafuncién no esta definida en c, no existe el limite de la funcion cuando x tiende a c.
ii. S el valor dela funcién en el punto c es L entonces € limite de la funcién cuando x tiende a ¢
esL.
iii. S € limite de la funcion cuando x tiende a ¢ es L entonces las imagenes de la funcion en
puntos cercanos a ¢ pero digintos de ¢ pueden ser igualesal.
Objetivos:

Constatar s han aprendido y recuerdan la definicion de limite y 1as propiedades.

Averiguar si la aprenensién del concepto les permite entender que la definicion o no de la funcién en un
punto esirrelevante para la existencia o no de limite en dicho punto.

Determinar las relaciones que existen entre la definicion y propiedades escritas por los alumnos y la
existencia o no de limite en dicho punto.

Con la Ultima cuestion se pretende comprobar una vez mas s comprenden qué € limite puede formar parte
de las aproximaciones de lafuncién, si es un valor que puede ser alanzado por la propiafuncién.

ANALISISDE LASRESPUESTAS
Cuedtion 1l.a

A continuacién se sintetizan las respuestas de |os alumnos en relacion con e primer apartado de la cuestion
1. Cémo eslégico, algunas respuestas hay que clasificarlas en mas de una categoria, ya que no son excluyentes.

Mas del 50 % de los alumnos utilizan representaciones gréficas, y todos, excepto dos, lo hacen
correctamente, lo que indica nuevamente que éste es e sistema de representaci on mas usado por los alumnas.

Cas € 50 % responde dando una definicion ingenua utilizando € concepto de aproximacion y de estas
respuestas solo una carece de sentido. Lo que indica que & concepto como aproximacién Optima arraiga mas en
los alumnos.

Hay unos pocos alumnas que intentan traducir las dos definiciones, tal como por gemplo € alumno niimero
2, quien escribe:

- S cuando x tiende a a, siendo distinto de a sus imagenes f(x) tienden a L. Cuando decimos “ s cuando x

tiende a a siendo diginto de “a" nos referimos a los xl (a' d’a)

imagenes f(x) tienden a L decimos que [f(x) - el<L.

La definicion métrica es utilizada ya solo por un tercio de los alumnos y € 40 % de éstos |o hace de forma
incorrecta, porgue utilizamal los cuantificadores exigencial y universal.

El 27 % de los dumnos contestan sin sentido.

Finalmente, dos de las respuestas se apoyan en € teorema de caracterizacion, como por gemplo, lo
expresado por € alumno ndmero 6:
- El limte existe s solamente s los limites laterales existen y coinciden esto quiere decir que S nos

acercamos a“ a” por derechay por izquierda estos limites tienen que ser iguales ya que puede ocurrir que

0 a (a, at+d). Cuando decimos “ sus



€3
limf (x) = M l[imf (xX) =M

e x@a (aproximacion por derecha) y X® a’ (aproximacion por izquierda).
Cuestion 1.b

Seguidamente se describe una sintesis de las respuestas en relacién con € segundo apartado. Como sucedié
en € anterior, aqui también hay respuestas que se deben clasficar en varias categorias.

La mayoria de los aumnos (alrededor de los 3/5) se pronuncia por las propiedades aritméticas, aunque un
quinto de ellos lo hace de forma incorrecta. Lo que concuerda con la préctica, porque estas propiedades son las
que se utilizan en € calculo de limites de las clases précticas.

- El limite de una constante es €l valor de la constante (alumno 4)

El resto de respuestas, que son muy dispersas y bastante pobres, se distribuyen asi: un quinto de los alumnos
no responde; € mismo porcentaje escribe @ teorema de unicidad; dos alumnos escriben el teorema del encaje,
otros dos € teorema de caracterizacion y uno € teorema de existencia. Como muestra se reproduce la respuesta
formulada, por e alumno nimero 3:

- Una de las propiedades de limite en un punto es que los limites laterales deben existir y deben coincidir para
que €l limite de la funcion exista.

Esta variedad de respuestas evidencia que los alumnos no han seguido ningln patron de trabajo, patron que
debiera estar fijado por la docencia, como asi consta en € guidn didactico que se desarrallé.

Cuedtion 1.c.i.

A continuacion, se procede a la descripcion del andlisis redlizado sobre las respuestas del primer
subapartado.

Mas de la mitad de los alumnos responden correctamente que la aseveracion del enunciado es falso. Sin
embargo las explicaciones que dan son diferentes: uno de €llos se basa en € teorema de caracterizacion; otros
tres explican la falsedad utilizando tendencias laterales de forma correcta; otros cinco utilizan la definicion
explicando que € comportamiento en d punto es independiente del comportamiento de la funcion en € entorno
(comprendiendo perfectamente por qué se tienen que considerar entornos reducidos); y sdlo uno de dlos no
justifica larespuesta.

- Falso, porque cuando reemplazamos ¢ en la funcién ese limite no va a ser = ¢ (alumno 9).

Un tercio de las respuestas son incorrectas. dos alumnos dan explicaciones sin sentido, uno recurre a la
tendencialateral y lo hace incompleto y otros dos confunden € limite con € valor delafuncion en € punto.
- Verdadero, s la funcién f(x) no esta definida en un punto c no existe el limite, € limite es distinto de ¢ (alumno
11).

Finalmente, hay dos alumnos que no responden.
Cuedtion 1.c.ii.

Describiremos un andlisis sintético de las respuestas correspondientes al segundo subapartado de la cuestion
lc

De los quince alumnos, solo cuatro responden correctamente a la cuestion, dos no contestan y € resto lo
hace incorrectamente, 1o que indica que para los alumnos existe todavia una confusion en € concepto de limite
de unafuncién en un puntoy € valor delafuncién en ese punto, ya que nueve de ellos asegura que coinciden.

En cuanto a las aclaraciones de las respuestas escritas, cuatro no realizan ninguna explicacion, otros cuatro
se basan en las tendencias laterales y uno de ellos lo hace de forma incorrecta; tres alumnos justifican su
respuesta basandose en € concepto de continuidad, como muestra e siguiente:

- Falso, porque la definicion dice que x tiende a ¢ pero x ditinto de ¢ entonces las imagenes de las x no pueden
ser iguales a lasiméagenes de c en f(x) (alumno 13)

Dos de éstos, tres alumnos basan su justificacion en la definicion y € tercero enlaza con discontinuidad
evitable
Finalmente, dos alumnos se basan en laidea de aproximacién en formaincorrecta.

- Verdadero, porque tomo las aproximaciones de ¢ cercanos a c pero distintas de ¢, y mis imagenes van a
mejorar con esta aproximacion, es decir, aproximandome masy masa L (alumno 12)

También en este caso, tal y como ocurria en € subapartado c.i, los aumnos no pueden explicar
correctamente la cuestion, ya que la mayoria (nueve alumnaos) manifiesta su justificacion en forma errénea.
Cuedtion 1.c.iii.

A continuacion describiremos d analiss realizado a las respuestas correspondientes al tercer subapartado.

Responden correctamente a la cuestion seis alumnos, dos no contestan y € resto [o hace erréneamente.
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Figura 1: respuesta del alumno 2

Cuatro de los seis alumnos que responden correctamente explican la respuesta basandose en la funcion
constante, y uno de éstos hace una representacion gréfica.

Un alumno utiliza tendencias en su explicacion, pero no se da cuenta de que € valor dd limite se puede
repetir en las aproximaciones. Otro utiliza aproximaciones en formaincorrecta

También recurren a otras justificaciones un tanto disparatadas. un alumno se apoya en continuidad, otro en
discontinuidad, un tercero invoca e teorema de unicidad:

- Falso: porque € limite para cada punto es Gnico (alumno 5).

Hay otro que confunde € limite con € punto a que tiende la variable y, finalmente, otro sélo afirma que
tienen que ser diferentes.

- Por derecha me puede dar un limite y por izquierda otro entonces no tiene limite en c. Para que exista limite
deben coincidir los limites laterales (por derechay por izquierda, no importa que c exista 0 no) (alumno 3).
TEOREMA DE CARACTERIZACION

Con € objetivo de andizar como los alumnos aplican € teorema de caracterizacion, en € primer examen
parcia de la asignatura, se confeccion6 una pregunta dividida en dos partes. en la primera se les solicita que
dibujen la gréfica de una funcion definida a trozos y en la segunda que determinen s existe € limite o no en
determinados puntos de la funcién.

Los alumnos en las clases précticas han dibujado funciones definidas a trozos, pero éstas son mas dificiles
de dibujar que las funciones determinadas por una sola expresién ssimbdlica. La funcion degida para este
examen esta dividida en tres partes, presenta un punto con discontinuidad evitable y, por tanto, tiene limiteen €
punto x=1y uno discontinuidad esencid de salto en x=2.

Ejercicio nimero 5:

i-x+3 s x<1
f(x)=12 § 1<x<2
13+x § x32

a). Dibujela grafica de
b). Encuentre los siguientes limites de la funcién anterior o explique por qué no existen.
lim f (x) lim f (x) lim f (x)

i) x@1 i) x®2 iii) x®0

Objetivo: Ver s aplican € teorema de caracterizacion y en caso afirmativo analizar como lo aplican, detectando
errores o fal sas concepciones.
ANALISISDE LASRESPUESTAS

Para contestar a item b), los dumnos pueden visualizar directamente la gréfica que ellos mismos han
elaborado y, a partir de €ela, aplicar € teorema de caracterizacion, o pueden resolverlo en forma analitica,
también con la aplicacion del mismo teorema.

Se andlizaron las respuestas de 32 aumnos en ambos items.

La siguiente tabla sintetiza las respuestas de los gréficos efectuados por los alumnos seglin los intervalos
considerados

Bien Mal
x<1 3 17
l<x<2 6 14
X3 2 9 11
Tabla 1. Respuestas de los alumnos sobre la realizacion del
gréfico solicitado.




Solo tres alumnos dibujan bien lagraficaen € intervalo (- ¥, 1). Los errores mas comunes se refieren a los
siguientes aspectos. algunos dibujan la recta hasta €l origen de coordenadas, otros no consideran que en € punto
x=1 lafuncién no esta definida'y unos pocos dibujan rectas paralelas al ge x.

S6lo seis alumnos realizan bien la gréfica sobre € intervalo (1, 2). La mayoria reconoce que se trata de una
funcion constante, pero, sin embargo, cometen € eror de considerar que la funcién estd definida en los
extremos de este intervalo.

También son pocos los alumnos que la dibujan bien sobre el intervalo [2, ¥), nueve en tota. Posiblemente
porque se trata de una recta con pendiente positiva (que para ellos, a parecer, es mas facil de dibujar) y porque
€ punto x=2 esta incluido en d intervalo,  nimero de alumnos que han dibujado bien la gréfica
correspondiente en este interval o es sensiblemente mayor que € nlmero de alumnos que la representaron bien
sobre e primero.

Nueve alumnos no hacen nada de los dos items o escriben cosas sin sentido. El resto de los alumnos, 23,
tratan de hacer la gréfica, pero sdlo la hacen bien los alumnos nimero 23 y 27. Los alumnos 8 y15 dibujan bien
los trozos de la funcion en los interiores de los interval os de definicion, pero no aciertan a expresar 1o que ocurre
en los puntos x=1 y x=2, y unen los puntos como s se tratase de una funcion continua, sin considerar que en
este caso no seriaunafuncién. La figura5 muestralagréficade alumno 15.

Figura 2: Gréfico del alumno 15

Este alumno también recurre a registro numérico como complemento para responder al item b, escribiendo
tres tablas de valores, una por cada trozo de lafuncién, contestando en forma correctalos tres limites solicitados.

El alumno 33 dibuja dos rectas paralelas, pero se da cuenta que de esa manera no se trata de una funcion y
otros dibujan trozos constantes en los tres interval os.

La mayor parte de las respuestas del segundo apartado se basan en € dibujo que han realizado previamente
y, por tanto, las respuestas del mismo no pueden ser muy acertadas. A continuacion seredliza e andlisis de las
correspondientes respuestas de | os alumnos que han intentado responder a la cuestion. Latabla 2, que recoge las
respuestas de los alumnos seglin la modalidad analitica o gréfica, reflga Unicamente a los alumnos que han
respondido al segundo apartado y, como se puede observar, ninguno responde bien. Casi ninguno considera
lateralidad y, de los seis alumnos que responden de forma analitica, ninguno considera limites lateraes; sélolo
hace uno (e nUmero 21) através delagréfica, y, equivocadamente, razona desde la continuidad.

Modalidad Analitica Gréfica
Clasificacion Bien Errores Bien Er
Alumnos 6 6

Tabla 2: Alumnos que intentan responder ala cuestion b).

Llama la atencion la respuesta del alumno 27, que no reconoce la existencia del limite porque segiin € la
funcion no llega a punto, hecho contrario al detectado por Cornu y Blazquez, quienes afirman que los alumnos
ven al limite como algo inalcanzable. Aqui la situacién que describe es completamente diferente y, para este
alumno, lafuncién tiene que estar definida en € punto en cuestion.



CONCLUSIONES
Definicion del concepto y aplicaciones

Con d andlisis de las respuestas de los alumnos, hemos podido comprobar que tanto la escritura de la
definicion de limite como la comprension de la mismaresulta conflictiva paralos alumnos.

En cuanto a la definicion, generalmente se remiten a la definicion como aproximacion 6ptima, aunque en la
mayoria de los casos solo pueden llegar a escribir la definicion ingenua. Los que responden con la definicion
métrica, exceptuando Unos pocos casos, Cometen errores.

El registro gréfico es un soporte importante para los alumnos, ya que recurren, preferentemente, a este
registro para explicar sus afirmaciones.

A pesar de que, d momento de responder este item, ya han aprobado los examenes parciales, a muchos
alumnos les cuesta distinguir entre € limite de unafuncién en un punto y € valor de la funcién en dicho punto.

En cuanto a las judtificaciones de las respuestas emitidas, se apoyan en una gran disparidad de
explicaciones, basandose en distintos conceptos, teoremas, propiedades, etc., no todas correctas, o que
evidencia las dificultades de comprensidn del concepto.

Lo primero que llama la atencion es la pobreza de las respuestas, quizas por € tiempo que transcurrio desde
su desarrollo en € aula, lo que evidenciaria que se trata de un concepto dificil de recordar y que se olvida
pronto.

Por otra parte, es posible que al no dibujar la grafica no puedan aplicar € teorema de caracterizacion. No se
puede perder de vista que d registro gréfico es d registro preferente de los alumnos y € que les resulta mas
facil.

Otra cuestién, no menos importante, es que la mayor parte de los alumnos no consideran aproximaciones
laterales, ni en formaanaliticani en forma gréfica.

El caracter autoritario de las matematicas (Harel y Sowder, 1998) puede influir en € sentido de que los
alumnos podrian esperar una orden que les obligara a aplicar € teorema de caracterizacion, cosa que no ocurre
en d enunciado y, por tanto, no adquieren la competencia matematica suficiente para aplicar los conceptos
estudiados.

Teniendo en cuenta estareflexion y las anteriores, se puede afirmar que, en general, los alumnos se quedan
en definiciones ingenuas y muestran su preferencia por la definicion como aproximacién Optima frente a la
definicion métrica, utilizando mayoritariamente € registro gréafico. Llegados a este punto nos preguntamos que
conceptualizacion sera mas perdurable en la memoria de los alumnaos, sin que medie la preparacion de un
examen.
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