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Resumen

El presente trabajo, es una propuesta de ensefianza disenada para alumnos de Analisis Matematico IIT de
las carreras de Ingenieria de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura de la UNR. En dicha
asignatura, se estudian las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias pero no se trabaja con Sistemas de Ecuaciones
Diferenciales. Sin embargo, en la practica, se necesita mas de una Ecuacion Diferencial para modelizar, por
ejemplo, sistemas mecanicos y eléctricos. Es por esto que surge la siguiente propuesta de enseflanza cuyo
propésito es ademas de propiciar una metodologia para resolver Sistemas de Ecuaciones Diferenciales,
involucrar conceptos del Algebra Lineal como los de autovalores y autovectores de una matriz.

Introduccion

El presente trabajo, es una propuesta de ensefianza diseflada para alumnos de Analisis Matematico I1I
(AM3) de las carreras de Ingenieria de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura (FCEIA) de la
Universidad Nacional de Rosario (UNR). Estd enmarcado en el proyecto 1ING299 “El aprendizaje de las
Ecuaciones Diferenciales como herramientas de modelizacion en la Matematica basica para las carreras de
Ingenieria” dirigido por la Lic. Martha Fascella de la FCEIA — UNR.

En AM3, se estudian las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias pero no se trabaja con Sistemas de
Ecuaciones Diferenciales. Sin embargo, en la practica, se necesita mas de una Ecuacion Diferencial para
formular matematicamente diversas situaciones a las cuales el alumno se debera enfrentar. Es por esto que surge
la siguiente propuesta de enseflanza cuyo proposito es ademas de propiciar una metodologia para resolver
Sistemas de Ecuaciones Diferenciales, involucrar conceptos del Algebra Lineal como los de autovalores y
autovectores de una matriz.

Nuestra intencion, ademas de tratar la articulacion entre asignaturas como un modo donde los estudiantes
vean la necesidad de retomar contenidos anteriores para poder entender nuevos conocimientos, es fomentar la
modelizacion e incorporar, de la manera mas natural posible, un contenido ausente en las Matematicas que se
dictan en la FCEIA pero que se hacen uso en otras asignaturas.

Marco Teoérico

En el cursado de AM3 se ha trabajo con métodos para resolver ecuaciones diferenciales que involucran
una sola variable dependiente. Sin embargo muchas aplicaciones requieren usar dos o mas variables
dependientes siendo cada una funcion de una misma variable independiente (por lo general, el tiempo). Tales
problemas conducen a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Las Ecuaciones Diferenciales tienen una gran importancia por su caracter integrador de la Matematica.
Consideramos, que es importante transferir estos conocimientos a situaciones relacionadas con areas de interés
del estudiante para que pueda utilizarlos en la solucion de problemas que se le presenten durante el ejercicio de
su profesion.

El Algebra Lineal es una de las herramientas fundamentales en diversas ciencias. Originariamente
dedicada a la resolucion de sistemas de ecuaciones, su abstraccion y formalismo la hacen a veces un poco arida
de entender. Sin embargo la inmensidad de sus aplicaciones bien vale el esfuerzo.

La estrategia de resolucion de problemas es mucho mas rica que la aplicacion mecanica de un algoritmo,
pues implica crear un contexto donde los datos guarden una cierta coherencia. Para ponderar la importancia de
los sistemas de ecuaciones diferenciales basta decir que con ellos se modelan sistemas fisicos complejos
(mecanicos y eléctricos).

La modelizacion es una de las areas mas atractivas de la ingenieria y las ciencias aplicadas. De hecho, los
ingenieros necesitan construir modelos para resolver problemas de la vida real. El objetivo de un modelo
consiste en reproducir la realidad de la forma mas fiel posible, tratando de entender como se comporta el mundo
real y obteniendo las respuestas que pueden esperarse de determinadas acciones. La seleccion del modelo
adecuado para reproducir la realidad es una etapa crucial para obtener una solucion satisfactoria a un problema
real. Las estructuras matematicas asociadas no son arbitrarias, sino una consecuencia de la realidad misma. Los
modelos matematicos proporcionan un armazon en el que se interrelacionan conceptos de diferentes ciencias y,
en este sentido, la modelizacién se manifiesta como una importante herramienta para ensefiar matematicas y
ciencia. Por otra parte, el uso de modelos puede contribuir a reafirmar conceptos basicos en la ciencia,
enriqueciendo el aprendizaje.



La teoria de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias no solo interesa al matematico, sino que es util a
cualquier ciencia que pueda expresar sus leyes en lenguaje matematico. La Fisica, la Quimica, la Biologia, la
Ecologia y la Economia son algunos ejemplos de tales disciplinas.

Patricia Sadovsky sostiene que la modelizacion es un proceso que atraviesa diferentes momentos -recorte
de una problematica frente a cierta realidad, identificacion de un conjunto de variables pertinentes a esta
problematica, produccion de relaciones entre las variables tomadas en cuenta, eleccion de una teoria para operar
sobre ellas y producir conocimiento nuevo sobre dicha problematica- relacionandolos y dando a esta actividad
condiciones analogas a las que la comunidad cientifica realiza cuando produce matematicamente
(“modelizando” desde lo disciplinar). Esto requiere de los alumnos la toma de decisiones respecto de la
pertinencia de los recursos utilizados, lo que los convierte en responsables de los resultados obtenidos, los valida
y los confronta con sus pares y los hace reflexionar sobre lo realizado. Asi, la clase de matematica adquiere un
valor formativo que va mas alla de la matematica (“modelizando” desde lo actitudinal). Dado el valor potencial
de la tecnologia para reforzar el aprendizaje, los alumnos pueden comprometerse con los problemas de
modelizacion de situaciones reales y desarrollar asi sus ideas y su comprension sobre los conceptos matematicos
relacionados.

La modelizacidon matematica como metodologia de ensefianza-aprendizaje tiene como propdsito no
solamente hacer que los alumnos asimilen mejor el contenido matematico que se les esta transmitiendo sino que,
principalmente, se coloca como un procedimiento de ensefianza en que el alumno deja de ser un sujeto pasivo
para ser activo en el proceso de aprendizaje. Nos basaremos en el aprendizaje significativo, que es quien sustenta
la resolucion de problemas, el alumno debera retomar lo que ya sabe del Algebra Lineal y aplicarlo a la solucién
de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales y asi vera la utilidad de estos conceptos.

La Propuesta

Nuestra propuesta consiste en presentar, a través de un problema fisico, sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales, su resolucion y la conexion entre distintas areas de la Matematica, en particular con el
Algebra lineal. La misma, surgié basicamente por los siguientes tres motivos:

v la ausencia de este contenido en las asignaturas matematicas de las carreras de Ingenieria de la
FCEIA,

v’ la articulacion entre asignaturas como un modo donde los estudiantes vean la necesidad de retomar
contenidos anteriores para poder entender nuevos conocimientos

v la importancia de la modelizacion matematica de problemas

La propuesta para incorporar este contenido, sera implementado en AM3 a través de guias de trabajo
donde el alumno, a partir de un problema motivador (sistema masa-resorte), debera:

v/ Plantear el modelo matematico que describe el sistema masa-resorte (conceptos no matematicos
vinculados al problema) como un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden.

v' Expresar el sistema obtenido en otro equivalente de primer orden y dar su expresion matricial.

v' Encontrar una forma para dar la solucion general del sistema haciendo uso de conceptos del
Algebra lineal (autovalores y autovectores) y de la teoria general de los sistemas de n ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden.

v" Resolver el problema numérico planteado.

Nuestra intencion es que cada docente elabore una guia conveniente para desarrollar lo propuesto en los
items anteriores, de modo que el alumno incorpore este nuevo contenido haciendo uso de la modelizacion y de
las herramientas del Algebra Lineal.

A continuacion se presenta, un modelo de resolucion del problema motivador, para que sea tenida en
cuenta por cada docente en el momento de elaborar una guia de trabajo. Consideremos, entonces, el siguiente
sistema de dos masas y tres resortes que se muestra en la Figura 1, el cual conducira, dado que la matriz asociada
al sistema tiene Gnicamente autovalores complejos distintos, a un caso particular en cuanto a la solucion general
del sistema de ecuaciones diferenciales, con lo que se descartan todas las otras situaciones posibles referidas a la
naturaleza de los autovalores y en consecuencia a la resolucion del sistema de ecuaciones diferenciales.

m, m,
k, ky ks
L AM— L AM— L AM—
Figura 1

Denotemos con x, = x,(¢) al desplazamiento hacia la derecha de la masa m, (cuando el sistema estd en
equilibrio), y mediante x, =x,(¢) al desplazamiento de la masa m, a partir de su posicion estatica. De modo

que los tres resortes no estén estirados ni comprimidos cuando x,(0) = x,(0)=0.
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Figura 2

A partir de la configuracion mostrada en la Figura 1, aplicamos la ley de movimiento de Newton a los dos
diagramas de cuerpos libres que se aprecian en la Figura 2. Con ello obtenemos el sistema:

mlxl” =—kx +k, (x2 —xl)

, (1
myx, =-—k, (xz _xl)_k3x2
o equivalentemente:
k +k k
y =——"—2x +-2x,
m, m
(2
vk ky, +k,
Xy =77 X -7 X%
m m

2

Mediante las sustituciones: y, =x,, y, =%, ¥, =x, y ¥, =x, , transformamos el sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden (2), en el siguiente sistema equivalente de primer orden:

.V1’:.V2
, k +k k
» = 2 1 _Zys
m m
, 3)
Vi =V,
.k k,+k
Yy :_2,)/ 2 Vs
m, m,
k +k k k k,+k .
Llamando a:—g, b=—2, c=—2% y d=-—=—2_ el sistema (3) puede expresarse
m m m, m,
matricialmente de la siguiente manera:
N 01 0 0)(y
' 0 b 0
yz,:goofy2 )
y3 y3
, c 0. d 0)\y,
Y4
o equivalentemente:
y' =Ay )
01 00 Y
a 0 b 0
donde A= ey= 2
00 0 1 b2
c 0.d 0 Vs

La teoria general de los sistemas de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden esta
estrechamente vinculada a la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales de orden n. Por consiguiente, para
obtener la solucion general de (5) deberiamos entonces encontrar cuatro soluciones y,, y,, V,, ¥y, linealmente

independientes y tales que toda solucion sea una combinacion lineal de esas cuatro.
Para sistemas de ecuaciones diferenciales también vale el Principio de Superposicion. Es decir, si
Yi» Y., ¥3. Y. son soluciones de (5) entonces la combinacion lineal y =cy, +c,y, + ¢y, +¢,y, es también
solucion. En efecto,
A(C1Y1 toy, toy; + C4Y4) = Ay, +,Ay, + Ay, +c, Ay, =y oy, Hoy ey, =Y
Busquemos entonces la solucion de (5). Para ello, propongamos como solucion:
y(®)=ve* , con 1eC (6)
derivando (6) obtenemos:
y(®=vie" (M
sustituyendo (6) y (7) en (5) resulta:



vie! =Ave” o Av=A1v
Si v#0, A es autovalor de la matriz Ay v es el autovector correspondiente a A . Reciprocamente, si
A es autovalor de A y V su correspondiente autovector, la funcién dada por y(f) = ve™ es solucién de (5).

De lo dicho anteriormente, para resolver (5), y por consecuencia (1), bastara con encontrar los autovalores
y autovectores correspondientes a la matriz A .
Luego, tendremos que A es autovalor de A si se verifica la ecuacion caracteristica:

det(A-AI)=0 (8)
En nuestro caso se trata de la ecuacion:
14—(a+d)lz+(ad—bc)=0 )

Esta ecuacion tiene cuatro raices complejas contadas de acuerdo a su multiplicidad y ninguna de ellas
nula, es del tipo bicuadratica por lo que para resolverla, efectuamos la sustituciéon z=A> , obteniendo la
ecuacion cuadratica:

ZZ—(a+d)z+(ad—bc):O (10)
Los coeficientes de la ecuacion (10) son:
—(a+d) _khth bk
m m,
ad —bc = (kl +k2)(k3 +k2) _ kz2 — k1k3 +k1k2 +k2k3 >0
m, m, m, m, m, m,

Como todos los coeficientes de (10) son positivos, la ecuacion no tendra raices positivas. Sus soluciones
vienen dadas por:
(a+d)+ (a—d)2+4cb (a+d)— (a—d)2+4cb
Z = y z,= (11)
2 2
Dado que a<0, d<0, b>0 y ¢>0 (porque son valores que dependen de las constantes de los

. 2 .
resortes y de las masas de los cuerpos) resultard siempre (a—d ) +4cb>0 por lo que z y z, nunca seran
raices complejas.

Entonces z, y z, serdn soluciones reales negativas y distintas de la ecuacion (10), por lo que resultara

que la ecuacién (9) tendrd dos pares de raices complejas conjugadas. Sean A, =p+ig, 4, :Z: p—iq,

A, =r+is y A, =, =r—is las cuatro soluciones de la ecuacion (9), las que seran los autovalores de A.
Es facil probar que si v, =a+ib es un autovector complejo asociado al autovalor A, entonces

v, =v, =a—ib es un autovector complejo asociado al autovalor 1, = 4, .
, =V, ‘b tovect plej do al autovalor 4, = 4,
Anélogamente v, =c+id y v, = v_3 =c—id son autovectores complejos asociados a los autovalores A,
y A= Z , respectivamente.
Resulta entonces que:
y,()=v, e =(@+ib)e” ™ ; y,()=v,e" =(a—ib)e" "
Y, =v,e” =(c+id)e"™ ; y,()=v,e" =(c—id)e" " (12)

son cuatro soluciones complejas de (5).
A partir de (12) y usando el principio de superposicion, obtenemos que las funciones:

y,(t)=e" (acosqt—bsengt) ; y,(t)=e” (asengt+bcosgt)

y,(t)=e¢" (ccosst—dsenst) ; y,(t)=e" (csenst+dcosst) (13)
son cuatro soluciones reales de la ecuacion (5), las cuales resultan linealmente independientes. Nuevamente, por
el principio de superposicion, la solucion general de la ecuacion (5) sera:

YO =y, () +6,¥, () + 6y, (1) +¢,¥,(0) (14)
donde ¢,,c,,c,yc, son constantes reales arbitrarias, de donde la solucién general del sistema (1) estard dada por
la primera y tercera componente del vector solucion (14).

Resolvamos el sistema masa-resorte de la Figura 1, considerando m, =m, =1kg , k =k, =lkg/m y
k, =4kg/m . En este caso la ecuacion caracteristica es:
A +104°+9=0
ysusraicesson 4, =i, A, =—i, 4, =3i y 4, =-3i.



- 1 0 0)(v —i

. . . . =S5 —i 4 0]|v 1
Si 4 =i, se tiene que (A—il)v, = 0o 0 _— =0, de donde v, =| | es un autovector

—i v —i

4 0 =5 —i)\y, 1

asociado al autovalor 4, =i.

Por lo visto anteriormente, v, = v_1 = : sera el autovector asociado al autovalor 4, = Z =—i.
1
=3i 1 0 0 v i
Si A, =3i, se tiene que (A-3il)v, = N 4. 01" =0, de donde v, = _3. es un
0 0 -3 1 v —i
4 0 -5 3i)\v, 3
—i
autovector asociadoa A, =3i,y v, = v_3 = _i3 sera el autovector asociado al autovalor A4, = Z =-3i.
3
Luego:
—i 0 -1 i 0 -1
1], 11 |0 . |, 1 |0 .
y, ()= 1= o1 (cost+isent) , y,(t)= A= o7 (cost—isent),
1 1 0 1 1 0
i 0 1Y] —i 0 1
=3 31,0 . =3 =31 |0 )
vi(0)=| e = o M1 (cos3r+isen3t) 'y y,(t)= 1= o P (cos3t—isen3t)
3 3 0] 3 3 0
son cuatro soluciones complejas de (5).
Las cuatro soluciones reales linealmente independientes de la ecuacion (5) son:
0 -1 sent 0 -1 —cost
~ 1 0 cost ~ 1 0 sent
y, (@)= 0 cost— 1 sent = sent| y, ()= 0 sent+ 1 cost = ~cost
1 0 cost 1 0 sent
0 1 —sen 3¢ 0 1 cos 3¢t
~ -3 0 —3cos 3t ~ -3 0 —3sen 3¢
y; ()= 0 cos3t— 1 sen3t = sen 3t y Yy, = 0 sen 3t + 1 cos3t = — cos3t
3 0 3cos3t 3 0 3sen 3¢
La solucion general de (5) esta dada por:
sent —cost —sen 3¢ cos 3t
~ ~ ~ ~ cost sent —3cos 3¢ —3sen 3t
YO =qy @O)+ay,O+qy,(O+cy,(H)=¢ sen? +¢ _cost +¢ sen 3t +¢ —cos3t =
cost sent 3cos3¢t 3sen3t
¢ sent—c, cost—c, sen3t +c, cos3t »
¢, cost +c, sent—3c, cos 3t —3c, sen 3¢ ¥,
- ¢, sent—c, cost+c, sen3t —c, cos 3¢ - b2
¢, cost +c, sent +3c; cos 3t + 3¢, sen 3¢ Vs

Dado que x,(¢)=y,(t) y x,(t)=y;(¢), las ecuaciones de movimiento del sistema masa-resorte son:
{xl (t)=c, sent—c, cost —c, sen 3t + ¢, cos 3t

x,(t)=c,sent—c, cost+c;sen3t—c, cos3t



Usando el hecho que los tres resortes no estan estirados ni comprimidos:
x(0)=—c,+c, =0
= 2 4
X%,(0)=-c,—¢c, =0
Resultando entonces que las ecuaciones de movimiento del sistema masa-resorte de la Figura 1 son:
{xl (t)=csent —ksen3t

¢, k constantes arbitrarias
x,(¢t) =csent+ksen3t

Comentarios finales

La ensefianza de la Matematica debe contribuir a que el estudiante de ingenieria se desarrolle con una
vision del mundo que favorezca la formacion de un pensamiento productivo, creador y cientifico. El propio
contenido de la matematica como disciplina de estudio, los principios de su estructuracion, la metodologia de
introduccion de nuevos conceptos, teoremas y procedimientos, son elementos que pueden y deben influir
positivamente en este sentido. Sin embargo, este aporte real que la matematica puede hacer a la formacion del
ingeniero, muy a menudo queda oculto para los estudiantes; los temas tratados en las clases pueden parecer muy
abstractos y los profesores se desgastan en el logro de habilidades que poco tributan al perfil que nos ocupa.

Ensefiar Matematica en Ingenieria es mucho mas que transmitir un repertorio de resultados o técnicas. Es
fundamentalmente formar a los estudiantes en un desarrollo creativo de sus capacidades y en un uso inteligente
de estrategias matematicas ante problemas del contexto ingenieril. Segiin Carlos D" Attellis, “Nada mejor para el
alumno de ingenieria que toma cursos de matemdtica que percibir que esta estudiando algo que necesita
imperiosamente en el campo que mas le interesa: el de las aplicaciones concretas”.

En nuestra experiencia docente observamos que la mayoria de los estudiantes de ingenieria tienen
dificultades en el abordaje de cualquier cuestion que involucre el pensamiento formal, como asi también para
modelizar situaciones concretas y de ese modo lograr un aprendizaje significativo. Ademas, no logran tener una
vision integrada de los conocimientos que adquieren en las distintas asignaturas matematicas del ciclo basico, y
mucho menos transferir esos conocimientos a nuevas situaciones, evidencidndose estos en la falta de habilidad
para el analisis y la resolucion de problemas.

De parte de los docentes debemos admitir que no siempre la organizacion de los contenidos es la mas
apropiada, ya que suele basarse en un listado de conocimientos tal vez poco relacionados y con objetivos
formulados en forma ambigua o excesivamente general. Ademas, “amparados” en la falta de tiempo, es
frecuente que omitamos las aplicaciones a problemas concretos de cada rama de la ingenieria, lo cual atenta
contra la motivacion de los estudiantes. Sin embargo, considerar problemas de aplicacion no tiene por qué
insumir un notable tiempo adicional. Para afirmar esto, nos basamos, por un lado en la experiencia que hemos
recogido en nuestros afios de docencia, y por otra parte en los avances realizados por diferentes proyectos de
investigacion existentes en nuestra facultad, en nuestra universidad y en otros ambitos académicos del pais y del
exterior.

En el presente trabajo intentamos mostrar a partir de un problema motivador, como conceptos estudiados
en distintas asignaturas de carreras de Ingenieria, como lo son Algebra y Geometria II (de primer afio, segundo
semestre) y Analisis Matematico III (de segundo afio, primer semestre) pueden estar estrechamente vinculados,
para poder entender nuevos conocimientos como lo es el de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

Para finalizar, cabe reproducir palabras del Dr. Santalo: “Hay que tener en cuenta la pedagogia, pero hay
que ir educando al alumno en el esfuerzo personal para aprender por su cuenta. Lo importante es poner a su
disposicion buenos textos, buenas guias y un buen conocimiento de la materia por parte del profesor”.
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