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Resumen

En este trabajo se presenta el diserio de una propuesta didactica utilizando nuevas tecnologias para la ensefianza
de dos temas vinculados entre si de algebra lineal: efectos geométricos de las transformaciones lineales
T:R’*>R* y localizacion de autovalores en el plano. La propuesta didactica esta destinada a alumnos de primer
aflo de las carreras de Ingenieria Electronica, Ingenieria Industrial, Electromecanica, Quimica y Alimentos. Una
fase del disefio es la construccion de una herramienta didactica computacional que se materializa mediante la
elaboracion de un programa (coleccion de archivos.m) realizada en el entorno de programacion GUI, (graphical
user interface)la interfase grafica de MATLAB. La herramienta diddactica innovadora es la utilizacion de esta
GUI, conjuntamente con una guia de actividades que ordenan y articulan la secuencia didactica.

Las etapas de la secuencia didactica son: disefio, puesta en escena y analisis de resultados (Aguilar, P., Farfan, R.
M., Lezama, J., Moreno, J. ,1997). En este trabajo, se muestra en detalle el diseiio y forma de utilizar la
herramienta computacional, conjuntamente con la guia de actividades, siendo motivo de otro trabajo, el analisis
de la puesta en escena con el consiguiente analisis de resultados. Se menciona que los objetivos perseguidos, se
alcanzaron en alto grado, como se desprende del analisis de las respuestas obtenidas de las guias de actividades
entregadas.

Se pretende en el disefio de esta secuencia didactica que el uso de la herramienta computacional permita la
visualizacion interactiva que posibilite la construccion de una imagen conceptual por parte del alumno de los
temas de algebra indicados arriba. Al mismo tiempo el uso este recurso didactico permite verificacion numérica,
comprobar o refutar hipétesis y manipular los objetos matematicos. Una de los ejes tedricos de la ingenieria
didactica de la secuencia, que fueron concretados, es que para enseflar a los alumnos un concepto matematico se
debe presentar la reunion de distintos registros de representacion semiotica, y su coordinacion.

Introduccion

La evolucion que ha experimentado el software matematico, especialmente en la tltima década ofrece nuevas
formas de enseiiar, aprender y hacer matematica.

En el campo de la ingenieria didactica, la utilizacion de software educativos, permite disefiar estrategias donde el
alumno sea un participante mas activo en la elaboracion de su propio aprendizaje, realice tareas de exploracion y
elaboracion de hipoétesis en la que es posible manipular directamente los objetos matematicos y sus relaciones.
Esto es la finalidad que se persigue con el disefio de esta propuesta didactica, implementada utilizando el
entorno de programacion GUI de MATLAB, en los tema de algebra lineal: efectos geométricos de las
transformaciones lineales T-R*>R” y localizacién de autovalores en el plano.

Objetivos

Como resultado de evaluaciones escritas de los examenes finales de Algebra Lineal, se concluye que no hay una
imagen visual que identifique la geometria de las transformaciones, aunque si, esta entendida la formulacion
abstracta T (utv) = Tu + Tv, como surge de la correcta realizacion de ejercicios. No hay coordinacion de los
registros algebraico y visual, ni coloquial puesto que la interpretacion de la definicion en los términos de ‘la
imagen de la suma es la suma de las imdgenes’ habitualmente no se responde.

Igual dificultad surge con la construccion de un imagen visual para la definicion abstracta de la ecuacion
T v=2Av, aunque la manipulacion algebraica sea efectiva. Habitualmente no es posible que el alumno exprese
en un registro coloquial la ecuacion anterior, por ejemplo, la solucién de T v = A v, es la bisqueda de las
direcciones del espacio donde la transformacion lineal es la multiplicacion por un escalar.

También se verifica que el concepto de transformacion lineal no genera una red conceptual que vincule, por
ejemplo, el concepto de la diferencial, en analisis matematico.

A partir de la deteccion de estas dificultades se ha realizado un disefio, utilizando la visualizaciéon con
computadora, que permita la construccion de una imagen conceptual que identifique al objeto matematico y sus
propiedades.

Fundamentacion

La imagen conceptual es la primera asociacion mental no verbal que aparece en nuestra mente cuando el
nombre del concepto es evocado (Hitt Fernando, 2000).

Puede tratarse de una impresion visual o una coleccion de impresiones o experiencias. si bien estas imagenes
visuales, experiencias pueden luego traducirse en forma verbales, no es asi como aparecen en primera instancia.
Para adquirir un concepto no es suficiente con memorizar su definicion, debe poseerse una imagen conceptual
del mismo. es decir, que el aprendizaje, la comprension, la aplicacion y desarrollo de los conceptos matematicos
involucra la construccion de un cierto tipo de estructura mental: la imagen conceptual




La utilizacion de la computadora como herramienta cognitiva favorece el disefio de “situaciones de accion,
formulacién y validacién” e “institucionalizacion” (Brosseau 1986, [6]).
Se asume como modelo tedrico de los procesos cognitivos, el de la formaciéon de imagen conceptual y
visualizacién. La visualizacion juega un papel importante en la construccion de la imagen conceptual.
La visualizacion interactiva y un modelo de construccion de imagen conceptual se aplica a la geometria de las
transformaciones lineales de R? en R
Sea Ar la representaciéon matricial de una transformacion T: R*>R2. Si Ar es invertible, se puede representar
como producto de matrices elementales, es decir como una sucesion de uno o mas transformaciones especiales,
esto es, expansiones, compresiones, cortes o cizalla a lo largo de un eje, reflexiones (Grossman,Stanley,1996).
Este producto de matrices elementales, representa composicion de transformaciones lineales y en consecuencia
composicion de sus efectos geométricos. La construccion de una imagen conceptual a partir de la geometria
permite distinguir el mundo de lo lineal de lo no-lineal. Por ejemplo, si se estudia la imagen de un cuadrado bajo
T, se observa que sus lados se conservan rectos en la imagen de T.
El cuadro de la geometria de las transformaciones se complementa con la visualizacion de la transformacion
lineal que provoca rotacion.
A partir de una muestra de la metodologia de estudio de las transformaciones lineales, el alumno realizara las
restantes. Esto es:

5 1 cl|x x+cy . .
Sea T:R°>R* siendo Tx = = expansion a lo largo del eje x

0 1]y y

Fases del diseiio de la secuencia didactica
La secuencia metodologica consiste de las siguientes etapas:

1) relevar la existencia de dificultades didacticas y cognitivas en el proceso de ensefianza-aprendizaje del
tema transformaciones lineales.

2) Utilizar esencialmente dos recursos proporcionados por la ingenieria didactica: la visualizacion
interactiva y la coordinacion de registros semiodticos para posibilitar la construccion de una imagen
conceptual, (concep image).

3) Se utilizara como herramienta didactica innovadora, el disefio y la programacion en el entorno grafico
del software MATLAB, GUI graphical usuario interface, como recurso para posibilitar el proceso de
visualizacion interactiva.

4) Se realizara el disefio de una guia de actividades que incorpore la herramienta computacional anterior, y
posibilite la articulacion de contenidos tedrico_practicos y permita la utilizacion del programa disefiado
para tareas de exploracion, verificacion de hipdtesis y manipulacion de los objetos matematicos
involucrados.

5) Puesta en escena.
6) Analisis de resultados

Las etapas de la secuencia didactica son: disefio, puesta en escena y analisis de resultados (Aguilar, P., Farfan, R.
M., Lezama, J., Moreno, J. ,1997). En este trabajo, se muestra en detalle el diseiio y forma de utilizar la
herramienta computacional, conjuntamente con la guia de actividades, siendo motivo de otro trabajo, el analisis
de la puesta en escena con el consiguiente analisis de resultados.

Breves consideraciones sobre caracteristicas esenciales de software educativos

Partimos de considerar: Un software educativo o (programa educativo) es un programa disefiado especialmente
con fines didacticos, que puede tratar diferentes disciplinas (matematica, fisica, geografia, inglés, ...), de formas
muy diversas (a partir de cuestionarios, facilitando una informacion estructurada a los alumnos, mediante la
simulacion de fendmenos...) Y ofrecer un entorno de trabajo mas o menos sensible a las circunstancias de los
alumnos y mas o menos rico en posibilidades de interaccion ( Pere Marqués,1995).

Siguiendo con el mismo autor, podemos decir que todos los software educativos deben contener las siguientes
caracteristicas esenciales:

. Son elaborados con una finalidad didactica, como se desprende de la definicion.

. Utilizan el ordenador como soporte en el que los alumnos realizan las actividades que ellos proponen
y que el docente puede usar durante el proceso de ensefianza y aprendizaje.



. Son interactivos, contestan inmediatamente las acciones de los estudiantes y permiten un dialogo y
un intercambio de informaciones entre el ordenador y los estudiantes.

. Individualizan el trabajo de los estudiantes, ya que se adaptan al ritmo de trabajo de cada uno y
pueden adaptar sus actividades segun las actuaciones de los alumnos y las tareas solicitadas por el
docente.

. Son faciles de usar. Los conocimientos informaticos necesarios para utilizar la mayoria de estos

programas son similares a los conocimientos de electronica necesarios para usar un video, es decir, son
minimos, aunque cada programa tiene unas reglas de funcionamiento que es necesario conocer.

Puesta en escena

La puesta en escena esta orientada y articulada por la siguiente guia de actividades, que integra e incluye como
elemento necesario la herramienta didactica computacional. Sin entrar en detalles de fundamentacion, se
menciona que existe en el disefio de la guia una componente constructivista del conocimiento.

Cuestionario guia

ALGEBRAII

Efectos geométricos de las transformaciones lineales en R’
Problemas y Visualizacion

Problema N ° 1
{Qué efectos geométricos provocan las transformaciones:

1 ¢ 1 0 1 0 cos@ -sind
T = , = 3= = , sobre un cuadrado unitario

0 1 c 1 0 -1 * |sin@ cos@

(vértice inferior izquierdo en el origen)?

Primera secuencia didactica

1 Visualizacién para crear una imagen conceptual(computadora)

Utilizar el archivo transformacionlineal.m aplicado al software MATLAB, para visualizar los items a, b, ¢ y d.
Pulsar el boton ‘seleccionar curva cerrada’y seleccionar ‘cuadrado’. A continuacion cargar T; y pulsar el boton
‘matriz’.

2 Resolucion algebraica (lapiz y papel)

X
a) Determinar T (x) , To(x) , T5(x), T4(x) siendo x = . Identificar (dar nombre) a cada transformacion.
y
b) Utilizar a) para hallar las imagenes de todos los vértices, con c=2 y o =45.
¢) Realizar dos graficos en coordenadas cartesianas, para representar dominio e imagen de la transformacion.
d) Aplicar T; , luego T4 y determinar la matriz de la transformacion compuesta de (T,T;)(x).
3 Visualizacién para verificacién (computadora)

Problema N °2
{Qué efectos geométricos provocan la transformacion:

T= actuando sobre sobre un circulo unitario? Identificar (dar nombre) a imagenT.

Segunda secuencia didéctica

1 Visualizacion para crear una imagen conceptual
Utilizar el archivo transformacionlineal. m aplicado al software MATLAB, para visualizar. Pulsar el boton

‘seleccionar curva cerrada’ y luego elegir ‘circulo”.
Cargar la matriz T y luego pulsar el boton ‘matriz’. Fijar a=2, b=1.
2_Resolucion algebraica

X
Determinar Tx algebraicamente, siendo X = . Igualar Tx =x’, siendo X =

y y

corresponden a los ejes de

la imagen. Utilizar x*+y*=1.



3 Visualizacién para verificacién (computadora)

Secuencia de pantallas
El disefio de la guia de actividades y la secuencia de pantallas esta orientada por las cuatro fases para la

apropiacion del conocimiento matematico (Rosa Farfan y otros,2007). Las fases de adquisicion del conocimiento
matematico son: accion, formulacion, validacion e institucionalizacion. La accion consiste en el planteamiento
de la tarea, su comprension y en las acciones que realiza el alumno para cumplir con las exigencias establecidas.

En la formulacion se confrontan y analizan los distintos procedimientos y resultados. En la validacion se
fundamentan los procedimientos y resultados y, finalmente, en la fase de institucionalizacion se expresan los
saberes construidos, correctamente, desde el punto de vista de la forma y del contenido (Brousseau,1983).

En la primera secuencia didactica se indica pulsar el botdn ‘seleccionar curva cerrada’ y seleccionar ‘cuadrado’.
Se obtiene la pantalla que se muestra a continuacion, en la cual puede observarse el cuadrado definido en el
dominio e imagen con los vértices distinguidos por distintos colores para seguir su evolucion al aplicarle
distintas transformaciones conjuntamente con dos botoneras. Una de las cuales contiene las transformaciones de
Rotacion, Reflexion, Diagonal y se puede cargar una nueva matriz y obtener la respuesta. De la segunda
botonera el mas importante pulsador para esta guia es el que nos permite conocer la matriz de la transformacion.

B efectos geometricos de les TRANSFORMACIONES LINEALES ===

Ingrear Matriz de 2 ransformacion  Selecoionar una crva cerrada  Halar 13 transformadion

Transfomaciones ineales

Riotacian ’7
Remeaon [
Diagoral [

M atriz ’—

Matiz de ls composicion  opeianes

retroceso
Ririciar
imagen congelada
Matiz da la hansfoimasion

Cenar |a visualizacion

El alumno carga la matriz [1 2;0 1], pulsa el botén matriz y puede observarse la imagen del efecto geométrico de
la transformacion: corte a lo largo del eje x.

B erectos geometnicos de BS | RANSFURMACIONES LINEALES (=1

Ingrear Matriz de la transformacion  Seleccionar una curva cerrada | Hallar la transformacion

Transformaciones lineales

Rotacion ’7
Refiedon [
Digeral [

P

Matiz de la composicion y opeiones

retrocesn
Reiriciar
imagen congelada
Matriz de la ransformacion

Cenar la visualizacion

El alumno carga la matriz [1 0;2 1], pulsa el botén matriz y puede observarse la imagen del efecto geométrico de
la transformacion: corte a lo largo del eje y.



B £Tectos geometricas 0e a5 | RANSFURMAUIUNES LINEALES =3[

Ingrear Matriz de |a transformacion  Seleccionar una curva cerrada  Hallar |2 transformacion

Transformaciones lineales

Fiotacion ’7 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Reflewion |
begord [T [N

Matriz 0271 N .

Malriz de la composicion y opeiones

el 4 e
_ Matedeletorsomasion | R

Cenar la visualizacion

El alumno carga la matriz [1 0;0 -1], pulsa el boton matriz y puede observarse la imagen del efecto geométrico
de la transformacion: reflexion sobre x.

B eTeCtos gROMELNCOS de @S | RANSFORMACLUNES LINEALES =

Ingrear Matriz de |a transformacion  Seleccionar una curva cerrada  Hallar la transformacdion

Transfarmaciones lineales

Rotecion [
Refesion [
Diegonal [

Matiiz [ meo

Matiiz de |a composicion y opeiones

retroceso

Reiniciar

imagen congelads

tatiz de la transformacion

Cerar la visuslizacion

Efecto geométrico que provoca la transformacion lineal rotacion.

@ erectos geometncos de 135 | RANSFURMACIONES LINEALES =1[i

Ingrear Matriz de la transformacion  Seleccionar una curva cerrada  Hallar |a transformacion

Transformaciones lineales

R
Reflexion ,7
visgorsl [

W [

Matriz de la composicion ¥ opciones

retiocesa
Reiniciar
imagen congelada
Matriz de la transformacion

Cenar la wisualizacion

Composicion de transformaciones lineales

Corte a lo largo de x, seguido de rotacion a 45°. Puede observarse el cuadrado del dominio luego la primer
transformacion, corte a lo largo de x y luego rotacion. Al pulsar el boton matriz de la transformacion se obtiene
la matriz de la transformacion compuesta.



efectos geometricos de las TRANSFORMACIONES LINEALES (===

Ingrear Matriz de |a transformacion  Seleccionar una curva cerrada  Hallar la transformacion

Transtormaciones lineales

Rotacion | #®
Reflesion [
Diagoral [
vae [ @m0

Matiz de a composicion y opciones

refroceso
Reiniciar
imagen congelada
{7 Matiz de a wansfomacion i
[ 0.7071 0.7071;

Cerrar la visualizacion

Para la segunda secuencia didactica, pulsar el boton ‘seleccionar curva cerrada’ y luego elegir ‘circulo”.

@ erectos geometncos de BS | RANSFOKMACIONES LINEALES =L

Ingrear Matriz de la transformacdion  Seleccionar una curva cerrada  Hallar la transformacion

Transformaciones linealss

Rowcion [
Reflesion [
Diageral [

waiz [

Matiiz de la compasicion y opciones

iefrocesa

Reiniciar

imagen congelada

Matriz de la transformacion

Cenar la visualizacion

Se carga la matriz [2 0;0 1], se pulsa el boton matriz y puede observarse la imagen del efecto geométrico de la
transformacion: la imagen de T es una elipse con semieje mayor paralelo a x..

@ efectos geometncos de 1Bs | RANSFURMACIONES LINEALES (=30t

Ingrear Matriz de |a transformacion  Seleccionar una curva cerrada  Hallar la transformadion

Transformaciones lineales

Rotasion [
Reflesion [
Disgoral [

Maiz [ ROOIT

Matiiz de la composision ¥ opciones

retroceso

Rieiniciar

imagen congelada

Matriz de la transformacion

Cenar la visualizacion

Composicion de transformaciones lineales

A continuacion de la transformacion definida por [2 0;0 1], se aplica una rotacion a 45°. Al pulsar el boton
matriz de la transformacion se obtiene la matriz de la transformacion compuesta, al mismo tiempo que puede
visualizarse la imagen de T.



B erectos geomerncos de Bs | RANSFURMACIUNES LINEALES =i

Ingrear Matriz de la transformacion  Seleccionar una curva cerrada  Hallar la transformacion

Transformaciones lineales

Fotacion [ %

Reflesion [

Diegonal [
Matriz [20:01]

Matiz de la composicion y opciones

retraceso

Rieiniciar

Matiiz de la transformacion

[ 1414207071,
1.4142 07071 ]

Cenar la visualizacion

imagen congslada ‘

En la siguiente pantalla puede observarse el detalle didactico siguiente: cada vez que desliza el puntero sobre el
edit_text respectivo para cargar los datos aparece una que sefiala la instruccion respectiva.

Al pulsar sobre el boton del ment hexdgono y la luego se cargar los datos rotacion: 45°, reflexion:0 y diagonal:2,
se despliegan las imagenes de las sucesivas transformaciones y la matriz de la transformacién compuesta.

Este disefio cumple con la consigna de representacion en al menos dos registros semioticos distintos: grafico y
numeérico. Al mismo tiempo existe coordinacion entre ambos registros.

[ erectos geometncos de l2s |RANSFURMACIDNES LINEALES (E=1EY

Ingrear Matriz de |a transformacion  Seleccionar una curva cerrada  Hallar la transformacion

Transformaciones lineales

Fiotacion 45 :
ingrese el valor en grados de la rotadion|- -
Fieflesion ;
Diagonal 2
Matriz

tdatriz de la composicion p opciones

retrocesn

Reiniciar

imagen congelada

[ 1.4142-1.4142;
-1.4142 1.4142 ]

Cenrar la wisualizacion

Matiz de Is tansfamarion |

Localizacion de autovalores en el plano

Puesto que excede los limites de este trabajo no se incluye las guia de actividades correspondiente a autovalores.
Se indica una secuencia de pantallas que persigue como primer objetivo que el alumno descubra la ubicacion de
autovalores de distintas matrices. Aqui el trabajo esta restringido a simétricas y antisimétricas, pero se puede
extender a ortogonales y herméticas.

Se cargan los siguientes datos: orden de la matriz a ingresar, luego se pulsa el boton aceptar y se despliegan (en
este caso 25 casilleros) para ingresar los valores numéricos. Se carga una matriz simétrica, se pulsa aceptar y se
analiza la ubicacion de los autovalores en el plano, sefialados con pequeiias esferitas azules. También puede
obtenerse el valor numérico.

1

| INGRESO DE DATOS DE LA MATRIZ A FACTORIZAR ==EE
Ingrese el orden de la matriz 5
@@l TNGRFSO NDF DATOS DF | A MATRTZ A FACTORTZAR ==
INGRISE LON ELEMENTON MATIIZ
9 ACEPTAR
A T a A A
i [z [ a4 [ e [ 3 [ =
[ sl el el e sl et

Accrtan | MEnu PniNeiPAL|
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Distribucion de autovalores para una matriz antisimétrica.

INGRESO DE DATOS DE LA MATRIZ A FACTORIZAR [=3|E=0|r><7]
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Resultados
Los resultados se obtuvieron a partir de la correccion y andlisis de las respuestas al cuestionario guia,
presentado mas arriba y que permite inferior la construccion o no de una imagen conceptual adecuada.
El analisis hecho a las producciones de los alumnos, relativas al tipo de tarea, realizar graficas en coordenadas
cartesianas, para representar dominio e imagen de la transformacion lineal, indica un 95% de respuestas
correctas en problema 1, apartado 2a, 2b y 2c y un 80% en problema 2, apartado 2 (grafico) y 20% apartado
(algebraico). Indicando este ultimo resultado una dificultad para hallar la imagen de una transformacion lineal
sobre un determinado dominio, determinado por una curva cerrada
No es parte del presente trabajo un analisis cuantitativo exaustivo de la recoleccion de datos. Se menciona que
los objetivos arriba definidos, se alcanzaron en alto grado, que se desprende del analisis de las respuestas
obtenidas de las guias de actividades entregadas.
Conclusiones
Para validar esta secuencia didactica se han evaluado las respuestas de los alumnos. El proceso de recopilacion y
analisis de datos, interpretacion y conclusiones motivan otro trabajo. No obstante puede decirse el muy buen
resultado en los siguientes items:

a) participacion activa en todos los casos.

b) Desarrollo completo de la guia de actividades.

¢) Formulacion y validacion (de acuerdo a Brouseau).
Disefiar nuevas propuestas didacticas para la comprension de temas y conceptos algebraicos requieren de
muchas horas de dedicacion en la programacion de software, en la planificacion didactica y en la puesta en
funcionamiento de los distintos desarrollos.



Este diseflo persigue como metas que el alumno, posea una herramienta interactiva que le permita verificar,
corregir, explorar, plantear y descartar hipotesis, visualizar y finalmente construir su propia imagen conceptual
del tema.
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