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Resumen

El objetivo de esta investigacidon es entender tdblpmatica que se presenta con los estudiantesirderpafio de
Ingenieria de la Facultad Regional Mendoza, Unidats Tecnoldgica Nacional, en el tema Limite Funalppara
disefiar un material didactico apropiado que lesjtar superar obstaculos cognitivos (en el serdield/erignon).

El marco tedrico privilegiado es la Teoria APOEuihsky 1991,1996)Las conclusiones en esta etapa son: la
ausencia de concepciones cognitivas en los estaedigara comprender el Limite al nivelelguemala necesidad
de la interiorizacion de los conceptos previos y la necesidad del regdadel tratamiento didactico que como
docentes le estamos imprimiendo al objeto matematic

Introduccién

La ensefianza universitaria de Mateméticas en earme ingenieria tiene como eje central en Andlisis
Matematico I, el tema Limite Funcional. Es bien@tido el hecho de la dificultad de comprensién ste eoncepto
en los estudiantes, tépico investigado por numerasores, entre los que destacamos a Sierpin9i85,(1987),
Cornu (1986, 1991), Cottrill y colaboradores (199iala y colaboradores (1996,1997), Artigue ()99&re otros.

El propésito del presente trabajo es entenderdbl@matica que presentan los estudiantes de péafiede
la Facultad Regional Mendoza de la Universidad ®igica Nacional en este tema, para disefiar unrialate
didactico que les permita superar obstaculos degai{en el sentido de Verignon).

Fundamentacién

Para lograr el objetivo, el marco teérico priviedp en esta investigacion-accion es la Teoria APOE
(Accion, Proceso, Objeto, Esquema) o APOS (Actiome®ss-Objet-Schema) que permite modelar la carcsfru
mental matematica, se debe a Ed Dubinsky (RUMEGse&eh in Undergraduate Mathematics Education
Community), quien a partir del constructivismo daget intenta explicar la forma en la que se cogstt 0 se
aprenden conceptos matematicos.

El principio de aprendizaje en esta teoria es quendividuo no aprende los conceptos matematicos
directamente; si tiene las estructuras apropiagasnder es facil, casi automéatico; si no las tiesecasi imposible.
Por lo tanto, la meta de la ensefianza debe sealguds estudiantes a construir las estructuraseajer manera, y
a conectar los conceptos matematicos. Esta textdar continuo desarrollo (DeVries, 2001)

La siguiente proposicién muestra la base de laidedPOE ‘El conocimiento matematico es una tendencia
individual a la respuesta, en un contexto sociatopstruyendo y reconstruyendo acciones, procesobjgtos
matematicos y organizandolos en esquemas con @t finanejar las situacionegDubinsky, 1996, p.32-33)

En este trabajo se considera que esta teoria n@goifrece un soporte adecuado para la Didacticéade
Matematica universitaria, en el sentido que es arcmtedrico en el cual es posible buscar solusi@nestrategias
pedagégicas para la aprehension del tema en cuestié
Desarrollo

La investigacion comenzé analizando la evaluaciénodchinada institucionalmentgrimera evaluacion
global realizada en 2009Los estudiantes mostraron dificultad en dar unanaédn precisa de limite y una
comprension clara del mismo. M&s auln, no se vieotadinacion entre el concepto y la aplicacion pespa que
solicitaba determinar el valdque verifica la definicion de limite para la fureif(x) = x*-7 enx = 2, cone = 0,6
(en el otro temaf(x) = x>-26 enx =2, cone = 0,4).

Diagnéstico

El problema sefialado ha sido detectado en el @nals una muestra de exadmenes de alumnos
correspondientes a 6 cursos (180 alumnos) de Amdllatematico | de una poblaciéon de aproximadamént
alumnos distribuidos en 17 cursos.

Los resultados cuantitativadbtenidos en la muestra se observan en el siguiéameama:
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Andlisis de los resultados y posibles explicaciones
Los errores mas comunes en la definicion de limite: ausencia del signe; en lugar del signe=,

escriben el signe- ; no escriben los cuantificadores, solamente servhsa expresion 0l - d < 3= |f(x) - | <¢;
ademas no pueden escribir en lenguaje semantaefitdcion de limite.

Los errores mas comunes en el ejercicio son: nizamptorrectamente propiedades de valor absoluto;
resolver la inecuacién con valor absoluto, perollagar a obtener el valad; calcular los dos valore§, y &,
correctamente pero no expresar conclusiones yéopirgtaciones; escribr=... 68 <..., enlugar dé< ... para
dar la respuesta. Cabe destacar la gran cantiddefiiéciones incorrectas o no contestadas y ejesipien hechos,
lo que estaria indicando la memorizacion del algaride céalculo y/o la tarea rutinaria, dado que #&sthajo habia
sido realizado en las clases ordinarias por todesdbcentes, tanto en las llamadas clases ted@was en las
practicas. A continuacion se presentan tres pradnes textuales de estudiantes que son revisattatua de la
Teoria APOE.

a} El lonike) Ao donl foncin | £ | Hime loo! wlor! boils I sills varable. mde?en&en%c "X" Hede
5 steccarse | 5 un ver "3” sigam dode £>0 (dstencia erte el waboc fi y L) eiste. oo dso

(d«’s;"mc;'a ot el wloc indephe. "X"a ";z") fal e = comgle Una/:"ﬁ;j = 4> I‘F&)-Lléﬁc&&’a’;«‘
X )
. % avace wldrs "a"é—'

'b) P(x_): X326 o e &:O,tz;.jll Siempﬁ, S s po;iln/a 4 & tambien,
(P(x“h L‘ <€ U £60) 4 4im / /'32—26) 3 4l 1A 7 i
X33 | | ks N\ | |

[ xe-za-1|< 06
_pe-zzlcog > —oe<P-2F<coe w (ehc X <{EAC = 2AHbax< 302203
XD = X43 <3:= 3,0220S -3 = 002205

G- émr6 -3 - 00724

& dbed sec menor o igusl & 0,02205..=»| &= 0,02205. .. |
n
Imagen N° 1: Foto de la produccion del estudiants L




El examen de Luis muestra deficiencias en el temeuestion. Se observa que no realiza represéntaci
gréfica alguna, ni siquiera de la funcién, a pedarser muy sencilla (polinbmica); no utiliza coteesente la
simbologia légica y no aparecen verificacionesiaguna representacion semiética.

Las siguientes son las producciones de Juan y Pedpectivamente.
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Imagen N° 2: Fotos de la produccién de Juan (izdajey Pedro (derecha)

El examen de Juan no contiene la definicion detdirfinito en ningln registro de representacion,sao
observa ninguna expresion en simbolos contenienétoite |. Se observa que esta en la etapaad@npues realiza
los célculos algebraicos, no pudiendo concluir eespdel valor adecuadn Pareceria que, como dice Contreras,
este estudiante ha enfrentado el conflicto sentidtionsiderar que el entorno es siempre simétrico”.

En el escrito de Pedro se observa que no aparatafitacion de limite, que realiza un calculo caeede
sentido pues recuadra la expresion que considermayor o igual que 0,034; no se observan graficos n
verificaciones.

Hipdtesis de trabajo

A partir del diagnéstico realizado y habiéndosesado, a partir de la Teoria APOE, los trabajostpds
de Funciones y Limites de Andlisis Matemético Irespondientes al afio 2009, la bibliografia de ignasura y el
cuadernillo del Seminario Universitario, se elalpdes siguientes hipotesis de trabajo.

H1) En el material de estudio correspondiente eda@de ingreso solo aparecen ejercicios rutinarios se observa
una red de problemas que le otorguen significa@bddos conceptos mateméaticos basicos para lograr la
internalizacién de los mismos.

H2) En el material de estudio de la catedra refesdos temas que son prerrequisitos para el estlali Limite
Funcional (conjuntos numéricos, distancia, inecuae$, entornos y funciones) aparecen ejercicios spre
utilizados, en general, s6lo en las fases de acgcidroceso (estadios cognitivos de menor nivel @éedgpunto de
vista de la teoria APOE).

Objetivo de investigacion

Disefiar un material didactico que permita supetas &studiantes la insuficiente comprension detepto
de limite funcional.

Ahora bien ¢ coémo se realiza el disefio?
Metodologia

La metodologia de investigacion es la Ingenieridablica ya que la misma se caracteriza por un gsgue
experimental basado en “realizaciones didacticaglase (Artigue, 1995).

Disefio del Material de estudio

Para disefiar este material, se tienen en cuenfa&dda de Registros y Representacion SemidticagDu
1991), la teoria cognitiva APOE, el estudio histdrepistemolégico del concepto involucrado y n@eptactica
docente.

A modo de ejemplo se presenta la siguiente activida



Un fabricante disefia una pelota que tiene un volude 268 crh

a) ¢ Cudl es el radio de la pelota?

b) Si el volumen puede variar entre 266 y 276 gouanto puede variar su radio?

Utilice la definicione - dde limite para describir esta situacion. Identifige y O. Interprete graficamente.

Nota: El enunciado se encuentra en libros de textos esuales utilizado en la ensefianza tradicional. (S@ué
entiende por ‘tradicional’?. Coincidimos con la pessta de Barbosa Alvarenga, quien desgiéndase por
ensefianza tradicional a un sistema pedagdgico guserfundamenta en una investigacion cientificaducacion
matematica y que, en general, no ha logrado avaecesl aprendizaje de los conceptos matemati@dsarenga,
2003, p. 199).

La actividad fue realizada en clase con alumnosiate cursos durante el primer semestre de 2010. Se
planted el problema y se analizaron los distiniusles de conocimiento alcanzado por los alumrassgle fueron
comparados con la descomposicion genética realjgad@otrill y colaboradores (Teoria APOE). Posteriente, se
indujo a los estudiantes a que avanzaran hastazalcena concepcidobjetodel concepto definicién de limite.

Los alumnos comenzaron a resolver el ejercicioiftgeshtes maneras. A continuaciéon se muestra @nord
del razonamiento utilizado por la mayoria de lagrados. Comienzan utilizando la férmula de volundenuna
esfera y hallan el valor del radio correspondiente268, 266 y 270 cin respectivamente, resolviendo
algebraicamente la ecuacion. Sin embargo, no pudierterpretar graficamente la misma, lo que inglgue
estaban en la fasaccion del concepto funcion, puesto que obtenian algedimagnte valores en algunos puntos
aislados pero sin interpretaban el concepto furatigraficamente.

Cuando la mayoria de los estudiantes logré inteaprgraficamente la funcién volumen, se pasé a la
segunda etapa, es decir utilizar los objetos matensdinecuaciones y entorno, expresados mediamtetacion de
valor absoluto. Cabe destacar que si bien variosrm@bs pudieron escribir la notacion simbdlica dsté funcional,
otros tantos tenian dificultades en utilizarla, raés en realizar los cambios de los distintos tegissemiéticos
necesarios en el tratamiento.

Fue general la dificultad detectada en el pasdjéedguaje semantico al sintactico, es decir, ¢éarpretar
que el volumen que varia entre 266 y 276 corresponde a la inecuacidu(r) - 268 | < 2, dondev(r) indica el
volumen de la pelota en funcién del radio.

Frente a esta dificultad, el docente intervino gidndo a una primera expresion simbodlica, la
correspondiente a la inecuacion 266(8 < 27Q Posteriormente el docente expreso en lenguajeahdka distancia
de v(r) a 268 debe ser menor de 2 unidades” para questasliantes escribieran simbdlicamente la inecuacion
deseada.

No tuvieron dificultades en la resolucién algebmade la inecuacién, pero persistia la dificultadlale
interpretacion gréfica de la solucién de la inegirmcomo un subconjunto del dominio en la variatldior. Es
decir, estaban en la etajpacion del objeto matematico inecuacion en sus dos cammegs: interpretacion y
resolucién (Alvarenga).

Una vez alcanzada una concepaifijetode los conceptosecuaciony funcién se pasé a la tercera etapa,
es decir la de elegir el valdrque verifique la definicién diémite. Aplicaron los pasos algebraicos en forma correcta
y lograron interpretar la definicién de limite dcafmente, puesto que habian realizado varios camdiolos
registros de representacién semiética y tratamsesocada uno de ellos.

A partir de la respuesta observada en los estgdidnente a la actividad anterior, se ha realizada
descomposicidn genética, considerada como prelimgingae permitira confeccionar el material didéetiteseado.
Resultado: Una Descomposicién Genética

Como es bien conocido, parte de la teoria APOEis@n&n analizar cada unidad de ensefianza para
producir lo que se conoce como “descomposicion tgenélel concepto”, esta es una descripcion deda®nes
procesosobjetosy esquemagvolucrados en la ensefianza del concepto y dwteera en que se interrelacionan.

La descomposicién propuesta es la siguiente:

1. laacciénde evaluaf en puntox préximos y no tan proximasa.

2. laaccionde evaluar la variable para valorepréoximosde f a un cierto valor de la funcién (inversion segun la
teoria).

3. interiorizacion del paso (1) y (2) para consttui proceso- rango con radios variables en entornos con centro
l.

4. construccién de uprocesedominio en el cual se observe la dependenciardelo dex a partir del entorno en
y. Observar la posibilidad de la asimetria del er@aon centro ea.

5. construccién del objeto “para togexiste por lo menos un valdt.

6. coordinacion de (3) y (4) a través fd&es decir, la funcior se aplica aproceso’x aproximandose a' para
obtener el procesd(X) aproximandose a I'.



7. reconstruir ebroceso(6) en términos de desigualdades e intervalos

8. aplicar eksquemale cuantificacion para vincular (5) y (7) y obtenea definicién formal de limite.
9. encapsular (8) el objeto “definicion de limiieith”.

Conclusiones

Las conclusiones en esta etapa son: la ausencieom@epciones cognitivas en los estudiantes para
comprender el Limite funcional al nivel dsquemala necesidad de linteriorizacionde los conceptos previos, la
insuficiencia del material de ensefianza y aprejeliza cuanto a la calidad de las situaciones daécplanteadas
para promover la aprehension del concepto y eantépbd general del tratamiento didactico que contentes le
estamos imprimiendo al objeto matematico.

Se coincide con Cottrill, Dubinsky et al. (1996)eqpresentan como sugerencia didactica fundamental
concentrarse en la construccién de los procesosnéoiy rango y en la aplicacion de la funcion péograr el
vinculo entre ambos. Los estudiantes deben teneramejo fluido de los cuantificadores.

En el articuloEnsefianza y aprendizaje del andlisis elemental:é;sg puede aprender de las investigaciones
didacticas?Artigue (1996) realiza un interesante resumen deirfgestigaciones y aportes que sobre el tema se
podian recoger hasta la fecha. Reporta entoncediflesltades de los estudiantes con el campo quneé del
Andlisis, clasificandolas en tres categorias nepeddientes: las ligadas a la complejidad mateendtdos objetos
basicos —numeros reales, funciones y sucesionlas fgadas a la conceptualizaciéon de la nocidfirdite y a su
dominio técnico y las ligadas a la necesaria rapton los modos caracteristicos de pensamientbraige.

En la primera categoria distingue las dificultaddacionadas con lasimeros realesla consideracién simultanea
de que su orden es denso y de la existencia decesar y un predecesor de un namero real, o Edaltcoherencia

y convencimiento de la asociacion entre los nimesgates y la recta real. También se refiere a ifisulfades
relacionadas al concepto fimcion: los conflictos que surgen de las diferencias datoefinicion del concepto y la
imagen conceptual que construyen los alumnos,fieutfad de sobrepasar una nocién puramente deepoodel
concepto para relacionar con flexibilidad sus disi@mes de proceso y objeto, las dificultades peli@cionar los
diferentes registros semiéticos y elaborar tradumas adecuadas entre ellos y las dificultades pesepara
trascender los modos de pensamiento numérico pralige.

El autor se basa en las investigaciones previasgfamar que todos estos obstaculos se preseatdnién
en el desarrollo histérico del concepto.

En segundo lugar, Artigue (1996) presenta como foteate de dificultades a la relacionada con lalelob
dimension del concepto de limite: la @geocesoy objeta La posibilidad de manejar con eficacia estas dos
dimensiones requiere del proceso cognitercapsulacion(segun Dubinsky).

Por ultimo, otra categoria importante de dificuitsproviene de la complejidad logica de la defémici
formal del concepto y el hecho de que necesitartinta direccion del proceso funcion que va dedaiablex a la
imagenf(x). Esta es una dimension epistemolégica del conaapta transposicién didactica en la ensefianza no es
evidente.

Las reflexiones finales se refieren a la necesdiacealizar analisis didacticos continuos de losae que se
pretende sean aprehendidos por los estudiantesgcksidad de investigar en Didactica de la Matem@ues esta
actividad elevard el nivel de los aprendizajes.
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