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Resumen

En la ensefianza tradicional del Andlisis Matematisocomun que se dedique mucho tiempo a fin de que
los alumnos adquieran destreza en el célculo dgrialies. Se privilegia la rutina de céalculo, cuasaio otras las
actividades que propician la construccion de loxeptos matematicos.

Asi, es dificil creer que un alumno pueda enterfléema si no ha desarrollado la habilidad necasari
para cambiar naturalmente entre los distintos tregisle representacion semiotica.

En este trabajo se muestraterial didactico interactivo disefiado para trabajgunos contenidos de
integrales en cursos de Analisis Matematico | gieseribe y analiza una experiencia piloto en lalRS

Introduccion

En la ensefianza tradicional del Analisis Matematsocomuin que se dedique mucho tiempo para lograr
que los alumnos adquieran destreza y agilidad ealelilo de integrales. Suele privilegiarse lanautile célculo,
cuando son otras las actividades que propiciandatouccion de los conceptos matematicos. Esldifieer que
un alumno pueda entender la materia sin haber rddado, por ejemplo, habilidades visuales relatieala
construccion de sus conceptos fundamentales [1].

La visualizacion matematica es el proceso de foidnade imagenes, ya sea en la mente, con papel y
lapiz, o con la ayuda de la tecnologia, y su usot®b para la comprension matematica [2].

El medio de transmision comunmente utilizado tartdos apuntes como en los textos que manejan los
estudiantes es, fundamentalmente, la letra esartaedio estatico que no se adapta en absolat® procesos
de visualizacion. En las presentaciones realizadasl pizarrdn, por ejemplo, los elementos vanepando
poco a poco complementando una imagen que emperzdossimple y termina muchas veces complicada. En
un libro, en un articulo, se transmite normalmestto el producto final, la imagen ultima con todos
elementos acumulados en ella, lo que resulta muab@ss engorroso de interpretar [3]. La visuali@adue
proponen los libros, o los gréaficos que realizarefesor en el pizarrén, es estatica y requierelguapacidad
de imaginacion de los alumnos esté convenientenggitenada. Hay un creciente interés por impulsas@de
herramientas de visualizaciéon en la computadorea ppoyar la exploracion y el aprendizaje de cotosep
matematicos, porque se pueden hacer visualizaciotegactivas [4].

Para la ensefianza del Andlisis Matematico se dmir n cuenta que éste es dinamico: estudia el
cambio y el movimiento; trata cantidades que sexapran a otras cantidades. Esto hace que su erzsetiau
aprendizaje se dificulten si s6lo se utilizan intéggeestaticas por mejores que éstas sean.

En la actualidad, la influencia sobre el quehacatematico de la computadora se va dejando sentir en
muchos aspectos y uno de ellos es la visualizaEidrio que se refiere en particular al Analisis &fadtico |, la
existencia de programas de calculo tales com®LU 0 MATHEMATICA, entre los programas comerciales y
GEOGEBRA 0 SILAB entre los programa gratuitos, con capacidadesefdeesentacion extraordinariamente
versdatiles e interactivas, puede cambiar la pras#&nt de los contenidos.

Ademas, para que el alumno pueda aprender de magnmdicativa el contenido propuesto, el
pensamiento visual y las representaciones grafigd®en estar vinculados a otros modos de pensamiento
matematico y otras formas o registros de represiéma Se debe aprender como las ideas pueden ser
representadas simbdlica, numérica y graficamerdangverse entre estos modos de representacion [2].

Los procesos matematicos se componen de dos ctisesansformaciones de los registros de
representacion: el tratamiento y las conversioBédgratamiento es una transformacion que se efeettal
interior de un mismo registro. Por ejemplo, calcuiaa integral indefinida de una determinada fumc&s una
actividad de tratamiento que sélo demanda la atilim del método correspondiente. En cambio, la@sion
requiere un cambio de registro. Asi, si dadas laBcgs de funciones se pide explicar cual o cudlesien ser
las primitivas de una funcién determinada, se isducambiar del registro gréafico al coloquial.

Para los alumnos una representacion puede funci@rdaderamente como tal, es decir les permite el
acceso al objeto representado, s6lo cuando se eardpk condiciones: que disponga de al menos siEsrEs



semiédticos diferentes para producir la represefiadie un objeto, de una situacién, de un procesoquey
“espontaneameritpuedan convertir de un sistema a otro las repi@senes producidas, sin siquiera notarlo.
Cuando no se cumplen estas condiciones, se confamepresentacion con el objeto representado [5].

En este trabajo se muestra material didacticodnt®o disefiado para desarrollar los contenidos de
integrales definidas y algunas aplicaciones. Seditel software libre GeoGebra disponible en espadjue
permite una forma de trabajo muy amigable. Ades&slescribe y analiza una experiencia piloto ecuuso de
Analisis Matematico | de la FRSN, en el ciclo lectR010, en que se trabajo el tema integrales eramdo de la
teoria de los registros de representacion semificaSe muestra el estudio llevado a cabo junto s
resultados obtenidos en diferentes evaluaciones.

La oferta de los programas comerciales

Las versiones mas nuevas de Maple ofrecen asistgritdoriales que permiten realizar diversas farea
Los tutoriales estan disefiados para ayudar a fodiastes a comprender, entre otras cosas, lostbésicos de
un curso de Analisis Matematico | favoreciendo dasnbios de registro. Especificamente, dentro dgligie
Calculusl, existen tutoriales que estimulan elam@bnteractivo, que contienen rutinas de visuali@a para
ayudar a entender conceptos o teoremas y que offeg@msibilidad de hacer calculos paso a pasda Emgura
1 se muestran dos de estos tutoriales, que perirétieajar los registros grafico y simbdlico. Seqmacceder a

ellos desde el submefitors (Calculus — Single Variablg¢ del mendrools.
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Figura 1. Distintos tutoriales ofrecidos por Maple parastudio del concepto de integral.

Wolfram Demonstrations Project [6] es un recursocddigo abierto que utiliza las capacidades de
Mathematica para visualizar distintos conceptosc@eccion de aplicaciones interactivas es creadaiguarios
todo el mundo, que participan aportando contritngso innovadoras. Cualquiera puede previsualizar las
demostraciones en linea e interactuar con ellasamiedel reproductor gratuito de Mathematica, penmo se

observa en la Figura 2 [7, 8], algunas deben arakzcon mucho cuidado.
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Figura 2. Algunos ejemplos ofrecidos en el sitio Wolfram Derstrations Project



Las aplicaciones propias

Con la intencién de trabajar en clase enfatizanddos cambios de registro de representacion, se
confeccionaron aplicaciones propias. Estas intesfagraficas fueron realizadas con GeoGebra, unvaaft
libre, disponible en espafol, que permite una fordea trabajo muy sencilla. Se puede obtener desde
www.geogebra.org.

GeoGebra es una herramienta practica que permitecainte confeccionar su propio material didactico
gue puede ir desde un simple gréafico estatico haétgnas web dindmicas, mediante applets. A su e®z,
atractivo para los estudiantes ya que los ejenpioguestos por el profesor pueden servir como pase que
ellos fabriquen otros a partir de sus propias ieygies. De esta forma tienen la posibilidad de €exrpentar”
enriqueciendo la metodologia de trabajo en cuarito farmacion de conceptos y andlisis de contenitas
facilidad con la que pueden cambiar los objetosawés de deslizadores obligandolos a adquirir elifiers
posiciones, permite la observacion dinamica deusg quiere mostrar. Con estas herramientas adxdgarse
de manera interactiva, no necesariamente en clase.

En la Figura 3 se muestra la interpretacion gedcaétie la definicion de integral definida. Estalewser
una de las mas dificiles de abordar desde el pdmteista didactico, por su complejidad. Por tal ivmtes
habitual encontrar en los libros de texto una dersnuy simplificada de la misma, presentando sbtaso de
una particion con intervalos de igual longitud19].

Si bien el desarrollo profundo de toda la teoria qwolucra llegar a la definicion completa excedle
alcance de un curso de primer afio de ingenieriepmgeniente presentar el caso mas general defaassde
Riemann, con una particion genérica del intervadntegracion y su interpretacion geométrica paaso en
qgue la funcién sea positiva o nula en dicho intenfdl, 12]. En la figura de la derecha se presédata
construccion de la suma integral para una particidequiera y se muestra mediante un deslizadoogcam
medida que la norma de la particion tiende a ckrosuma integral se aproxima geométricamente y por
consiguiente en valor numérico mediante un text@rmico, al area del recinto de ordenadas.

La pantalla de la izquierda esta confeccionada @spéicar graficamente que para una funcion negativ
también se puede calcular la suma integral perdjant un texto dinamico, se muestra que, cuandoraa
de la particién tiende a cero, la suma integra@exima al valor opuesto del area del recinto.
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Figura 3. Interpretacién geométrica de la integral definida

Otro de los conceptos que a los alumnos en gelesredsulta complicado es el de funcién integral.eN
muy facil de asimilar para ellos que la variabldadfincién se encuentre en el extremo superiamdeintegral.

En la Figura 4 se muestra una ventana interactieasgfve para ilustrar que la funcién integral dejee
del extremo superior de la integral y como se vastrayendo ésta a medida que va cambiando diclheneat
mediante el deslizador. También se utiliza paratragsa través de un texto interactivo que figundae parte
inferior, la relacion entre la funcion integral lyéeea del recinto de ordenadas, para el casoetaduncion del
integrando es positiva.



Funcién integral

&0

4.1

1 Fld.1)="| f(x).dx
-4

J y=re
-12 I1D I-S IB ] I2 =4 IB IS
b
4.1
by =41 -0 A(R)= | f(x)dx=61.9
# |
4

F(4.1) =619
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Figura 4. La funcién integral
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La ventana de la izquierda presenta interactivaeneraplicacion del teorema del valor medio detwal
integral para obtener el valor promedio de unaimen un intervalo que va cambiando su extremersop

con el deslizador. También, mediante un texto dicénta dicho valor promedio.
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Figura 5. Teorema del valor medio del calculo integral




Las ventanas anteriores fueron realizadas parajaraén especial los cambios de registro que ivatu
al gréfico y al simbdlico. En las figuras 6 y 7mesentan aplicaciones para que los alumnos anaitelase
una serie de afirmaciones y sefialen si son verdadefalsas. Con éstas se pretendié enfatizaralmbios de

registro en los que interviene el coloquial. Algdaina opcidn, V o F, se obtiene un cuadro deodilken el que
se indica cual es la respuesta correcta.
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Figura 6. Actividades relacionadas con las integrales dgdigiy el area
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La experiencia en el aula

La poblacion estudiada estuvo constituida por Bsllmnos del primer nivel de Ingenieria Electrénic
del afio 2010 de la Facultad Regional San Nicolas.

En primera instancia se trabaj6é el tema integraidsefinidas de forma tradicional con la intenciéa d
comprobar luego si los alumnos pueden lograr pamisios la conversion entre las distintas reprasentes.

La secuencia de ensefianza se desarroll6 de lasigunanera: se definié primitiva de una funci@asalizé

su relacién con el concepto de derivada, se defimiégral indefinida de una funcion, se analizatas
propiedades de la integral, e inmediatamente seegptna trabajar con los métodos y técnicas para su
resolucion.

El desempefio de los alumnos para realizar lamtisticonversiones, trabajando el tema de integrales
indefinidas, fue evaluado en dos etapas. En laguanse utiliz6 como herramienta de evaluacion abaio
practico obligatorio e individual, constituido pan cuestionario conceptual, a carpeta abierta ka esegunda
etapa el parcial correspondiente de la asignatura.

En la Figura 8 se muestra parte del cuestionaricaqutual.

1. Dada una funcién y £(x), y sabiendo que F(x) es una de sus primitigaspide calcular la integr:LI
indefinida de y = “(x) y relacionar el resultado con F(x).

2. Dadas las siguientes graficas de funcionesgesdepide:

a) Sefialar qué gréficas son primitivas de la fumecil k(x)= 3% .Justificar las respuestas.
2

b) Dada la integral indefinida: qidx, indicar en la gréafica qué funcion puede ser wnaus$ primitivas.
2

¢) Escribir en simbolos una integral indefinidaapyimitiva sea i(x).
d) Explicar porqué la funcion j(x) no puede ser prieitiva de la funcion i(x).

3
3) Explicar cual es la relacion entre I(x}'z\ﬁdx Y g(x) = g x2 +C

Figura 8: Parte del cuestionario conceptual

El analisis de los resultados obtenidos en lasetfyzas de evaluacién, teniendo en cuenta las diiéeye
conversiones, se presenta en la Figura 9. Traténdiwda penultima unidad del programa y despuésaber
trabajado en las unidades anteriores insistiend@®nlistintas formas de representacion, se supudalos
alumnos lograrian solos las conversiones de regign el tema de integrales indefinidas. Sin enthaggun
los resultados obtenidos en el trabajo practiceepiual, las Gnicas conversiones que fueron apeasbpar un
porcentaje de alumnos superior al 50% fueron latedguaje gréafico al coloquial y del coloquialgakfico. El
resto esta por debajo del 31% de alumnos aprob&tosl didlogo surgido con los alumnos mientraizaaan
el trabajo, mencionaron su sorpresa por el tipprdblemas planteados, ya que esperaban ejercigioéldulos
para utilizar las técnicas vistas.

Luego del trabajo practico se profundizé el trabdgoconversion de registros. Se dedicd una clase a
revisar todos los problemas propuestos con eligbjde discutir los errores cometidos. Se trabajiiemas, con
ejercitaciones extras en donde estuvieran prestigtas las conversiones.

A lo largo del curso, se utiliza la evaluacion copaste del proceso de ensefianza y aprendizajereXiva
Méndez [13], al referirse a una evaluacion cua@igatremarca que:

“La evaluacién no es un apéndice de la ensefiaripa, garte integral del proceso en el
gue se dan la ensefianza y el aprendizaje, desemgpefinciones de diagndstico,
correccion, comprobacion y prevencion de necesisadge no funciones de tasacion
sobre lo hecho, que ya es inevitable”

Los temas siguientes, dentro de la misma unidadradmjaron reforzando los cambios de registro,
utilizando las ventanas presentadas en la secaoi@ni@, y se evaluaron de manera similar. Elisisatle los



resultados obtenidos en el trabajo practico sottegjiales definidas, se presenta en la Figura hfledse puede
apreciar que son mas alentadores.
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Figura 9: Resultados de las evaluaciones sobrgraitedefinida
G: Lenguaje grafico — C: Lenguaje coloquial — Sadpeaje simbdélico

Por ultimo, se tomaron en el tercer parcial desigratura, las mismas conversiones que en el trabaj
practico conceptual sobre integrales indefinidasa panalizar si mejoraban los resultados anteriotenen
obtenidos. Los resultados muestran que los ejescide conversiones fueron aprobadas por un pojeenta
superior al 75% de los alumnos, cambiando por cetmpa situacion anterior.

Se pudo observar una diferencia importante entse résultados obtenidos en el trabajo practico
conceptual y los obtenidos en el parcial.
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Figura 10: Resultados de las evaluaciones solegraitdefinida
G: Lenguaje grafico — C: Lenguaje coloquial — Sndueaje simbolico

Al terminar la unidad, con sus correspondientesuae#ones, se entrevistd a los alumnos, con eldigue los
mismos relataran su experiencia en cuanto al ajpagediel tema y dieran su opinidn sobre el mdtetibzado.

Las opiniones fueron muy favorables y en generalifestaron que las aplicaciones que mas les hapistado
fueron las de actividades como las mostradas dfidasas 6y 7.

Se origind un didlogo muy interesante entre loedt&s y los alumnos sobre los temas dados y laafermmue
los estudian.



Conclusiones

Desde la practica docente, se observa que los akid®m primer afio de ingenieria muestran dificutade
en el aprendizaje de Andlisis Matematico |. Adens@isactitud hacia las disciplinas matematicas sseieen
general, de poco entusiasmo ya que no son el ebjetimordial de sus estudios.

La finalidad de este trabajo es contribuir a optamila formacién matematica de los futuros ingeser
incorporando la tecnologia como recurso didactiemapfavorecer la visualizacion dinamica de ciertos
contenidos sobre integrales. Se pretende asi, aném procesos de ensefianza y de aprendizajedoatpe los
alumnos se formen representaciones mentales méseaaties de los conceptos fundamentales y aumenten su
interés por la materia. Se evidencia que los alsmpoeden lograr la conversion entre las distintas
representaciones so6lo cuando se insiste en estaladten el aula. Esto muestra la necesidad tajaade esta
manera en todas las unidades didacticas de laahsigren lugar de priorizar un solo registro.

La experiencia de uso de este material que senteefiee muy productiva segun la opinién de los @®p
alumnos y desde el punto de vista del docente.aBrclases donde se utilizaron las animaciones damo
expuestas en las figuras 3, 4 y 5, los alumnos astraron muy interesados no sélo en la explicadigros
conceptos en si, sino en preguntar sobre su caffega que ellos, en general, tienen un manejocbase
GeoGebra.

En los parciales y finales de la materia se pudskerwar que muchos alumnos dan una respuesta
imprecisa o errénea de la justificacion a si uriarefcion es verdadera o falsa. Las aplicacionesodamque se
mostraron en las figuras 6 y 7 de este trabajooséeccionaron con el objetivo de ejercitar estecegpde la
evaluacion. Fueron utilizadas en clase como aetilide fijacion sobre los cambios de registro luggdaber
desarrollado los temas tedricos correspondients. generd una discusion grupal muy provechosativéne
los alumnos a realizar la sugerencia de extendaf@sna de trabajo a otros contenidos de la agigaa
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