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Restimen

Cuando se aborda el analisis del desagote de recipientes inclinados en general, la cuestién sobre
la obtencion de la expresion de la superficie libre del liquido durante el vaciado se constituye en un
problema de atractiva dificultad, que a juicio de los autores no se encuentra tratada en los textos de la
bibliografia corriente al alcance. En tal sentido y tratdndose de un proceso de particular interés préctico,
en el trabajo se aborda la problemética para un recipiente cdnico circular recto inclinado un angulo 6
respecto de la horizontal. Se obtienen las expresiones correspondientes a la superficie libre del liquido
complementada con resultado numérico del tiempo de vaciado total

1- Introduccidén

Es conocido el hecho del vaciado de recipientes con ejes de simetria coincidentes o paralelos al
eje coordenado de direccion vertical y, habida cuenta de la asuncidn de ciertas hipdtesis restrictivas, se
modela tal situacién segun un problema de valor inicial para una ecuacion diferencial ordinaria de primer
orden. En tal modelo, lo que en principio puede llevar algln trabajo es la obtencion de la expresion de la
super- ficie libre del liquido al irse evacuando por su punto mas bajo. No obstante esta variante se puede
considerar resuelta o cerrada desde el punto de vista de la formulacion y resolucion matematica (ver
textos clasicos de ecuaciones diferenciales ordinarias).

En el presente trabajo se aborda la problemética de analizar la dindmica de vaciado de un
recipiente inclinado respecto a su eje de simetria.

En tal sentido y tratandose de un proceso de particular interés practico, se aborda la problematica

para un recipiente cénico circular recto inclinado un &ngulo 0 respecto de la horizontal. Se obtienen las
expresiones correspondientes a la superficie libre del liquido complementadas con resultado numérico
del tiempo de vaciado total.
Consideremos un recipiente conico de seccion circular y que se ha inclinado un angulo & , que
permanecera constante durante el proceso de vaciado, respecto de la horizontal, con un orificio de seccion
a en su parte mas baja. Inicialmente el recipiente se encuentra lleno de agua y a partir de un instante dado
comienza su vaciado por accidn de la gravedad exclusivamente (en la parte superior se ha realizado un
orificio para tal fin). (La situacion precedente se ilustra esquematicamente en la siguiente figura)
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En el modelo dinamico del vaciado el nivel inicial del liquido en el cono inclinado sera:

L=Hcosb + Rsen6
y el area de la superficie libre (obtenida de las secciones del cono al cortar con planos de la forma y=k,
k:cte) sera la encerrada por un elipse o seccion de elipse, lo que nos obliga a partir el problema conforme
a los distintos tipos de secciones. Esto puede observarse el la figura anterior.



Recordemos que el problema de vaciado de recipientes por gravedad esta dado por

d—y——ﬁiﬁ p:cte

dt Ay (¥) (1)
Y(to) =L
Conviene dividir la situacion en tres etapas que llamaremos Ey, E; y E,.
2. Desarrollo
Etapa E: En esta etapa consideramos la variacion del nivel del liquido en el siguiente intervalo
2Rsenb<y <L

y el problema de Cauchy a resolver sera:

dy __, /Y .
gt ﬂw, picte, 2Rsend<y<L -

y(0)=H cosd+Rsenéd

Llamaremos t, al tiempo correspondiente a la evolucion de la Etapa Eo, que se obtiene de la ecuacion
y(to)=2Rseneo.
Obtencion de Ay :

Es claro que en esta etapa la superficie descripta por el liquido en su descenso sera la encerrada
por una elipse una elipse cuya area se expresa de la forma

Ao (y)=ma(y) b(y) 3)
Donde

a(y): semieje mayor de la elipse en funcion de y b(y): T
semieje menor de la elipse en funcién de y v

Para conseguir a(y) vamos a considerar el sistema bt
ortogonal X'Y'Z' que resulta de realizar al sistema 2]

XYZ una traslacion al punto de coordenadas (-R,0,0) y CRL0.y ] w
luego rotarlo un é&ngulo 6 respecto del plano XZ Tal aspecto / ’
se muestra en la figura adjunta L =

L 4

De este modo se puede establecer la transformacién lineal entre vectores V' y V' dada por

cosd send O R
V'=|-send cosd O0O||V+|0 4
0 0 1 0

La ecuacién del cono en el sistema X'Y'Z'es:
Y' 0kY'<H

(x‘—R)2+z‘2—R—2(H— "?
e y) H

7'

Empleando la transformacién dada por (4) obtenemos la ecuacion del cono en el sistema XYZ dada por:

2. 2 _R? 2
(x+R)cos@+ysend—R)* +2 =" (H+(x+R)senf-ycoso) (6)
H

Ahora bien, si en esta Gtlima ecuacién hacemos y=k=cte Y 4

y z=0 obtenemos una ecuacidon de segundo grado en x, lﬁb@()\

cuyas raices x; , nos permitiran obtener el semieje mayor (x2,k,0) kK

a de la siguiente manera: ><
//




X, =X
1
a(k)=~%,—~ (7)
e »
@ X
a
Asi que la ecuacién que nos proveeré x; , €s:
2
(x+R)cos@+ksend - R)2 :R—Z(H +(x+R)send—kcosd)?2 ®)
H
Llamando u=x+R en (8) determinamos u; , y de aqui x,-x; queda expresada en término
del discriminante A(K). Es decir, la expresién de la cual se obtendra a(k) es finalmente
JA(K)
ak)= 9
(K=", ©

Las cuentas para obtener A(k) no se detallan en el presente trabajo ya que son un poco extensas y no
presentan mayores dificultades. Se arriba a la siguiente expresion:

HR k- L

a(k) = L(H cos@—Rsen9)

(10)

y como 2Rsen6 < k < L, podemos expresar
HR|y-L
a(y) =

L(H cos@—Rsenf)

Para obtener b(y) procedemos en forma similar a la anterior: si en la ecuacién (6) hacemos x = X, =
(x1*+X2)/2 e y=k obtenemos una ecuacidon de segundo grado en z.
Ademas X, satisface

con 2Rsenfd<y<L (11)

B

donde A y B son los coeficientes de los término cuadratico y lineal respectivamente en la ecuacion (8).

Reemplazando A y B obtenemos para X,
2
ksen 2@[1+R]+2R'-

H 2 H
xc (k)= o -R (13)
(H cos@®—Rsend)
H 2
Haciendo estos reemplazos en (6) tenemos la siguiente ecuacién en Z ;
R2 |, 2RL
—ksen20|1+ —= |+ ——
H 2 H
50 cosd +ksend—R| +22-
—Z(H cos@ —Rsend)
H
_ i 2
2
“ksen20|1+ R |4 2RE
R2 HZ) ~H (14)
=—~|H+ send —kcosé

H _R




Con las raices de esta Gltima ecuacion, que llamaremos z; , , expresamos el semieje menor de la siguiente
forma:

b(K)=lz1|=Iz| (15)
Ahora bien, como k puede ser cualquier valorcomprendido entre 2Rsen6 y L, podemos expresar las
raices z 1, en términos de y. Llamando

2
—ysen 29[1+RJ+2RLJ
H 2 H
a(y)= 5T cos &+ ysen & —R (16)
“- (Hcos@-Rsend)
H 2
R2 ) _RL
—-ysen20|1+— |+2——
R H 2 H
BY) = |H+——5 sen @ —y cos 6 (17)
—Z(H cosd—Rsend)
H
las raices Z;, y b ,en _términos de y, se obtienen de la siguiente expresion: _
2 2
8(9) = 2,(9) = 2,09) = | [P (9)=a() a9

Asi que Ag(y) , definida por (3),se puede expresar empleando las expresiones (11) y (18). Con esto el
problema de obtener de la primera etapa Aq(y) estaria resuelto y por consiguiente en condiciones de
poder abordar el problema de valor inicial definido por (2).
Etapa E;: La variacion del nivel del liquido que corresponde a este periodo esté dada por

k*<y <2Rsen6 (19)
con el valor de k* a determinar y el problema de Cauchy a resolver sera:

dy Jy
—_p N7 .cte, k*<y<2Rsend
at =" Ay P ! (20)

y(0)=2Rsené

Llamaremos t; al tiempo correspondiente a la evolucion de la Etapa E;, que se obtiene de la ecuacion
y(t))=k*.

Para obtener k* notemos que cuando X, , dada por (13), intersecte a la recta de ecuacién

y=tg 6 (Xx+R) (21)
contenida en el plano definido por Z=0, esta coordenada debera satisfacer:
*
K
tgf=——- (22)
Xg (k*)+R

y de esta Ultima ecuacion se puede despejar k*. Una interpretacion de lo anterior puede observarse en las
siguientes figuras:

Y A
Z=0

B /X\h ”Ehsene




Obtencion de A;:

En este nuevo intervalo para v, el (k*, 2Rsen0), la superficie libre del liquido es una seccién de
elipse comprendida entre los puntos (-R,0,0) y (X«,0,0). La coordenada X se obtiene dando el valor y=k
en larecta indicada por (21), resultando:

K
Xk = R (23)
tgd
Con x=x, e y =k en la ecuacién dada por (6) obtenemos una ecuacion de segundo grado en z cuyas raices
, Z 1(K) 6 zx(k) ,nos permitiran calcular el area de la seccion de elipse desde -R a x, , en ladireccion
indicada por el eje X. La expresion para A;(y) esta dada por :

A (y) =a(y)b(y)| 7 - arccos{ ((y))] +zl(y)xk, k*<y<2rsend (24)

Asi ya tendriamos para trabajar con el PVI dado por (20).

Etapa E,: En este ltimo tramo tenemos que el nivel del liquido correspondiente variara de la siguiente
forma:

O<y <k* (25)
y el problema de Cauchy a resolver sera;

Ly . «
a 'HAZ(y) picte, 0<y<k (26)

y(0) =k~

t, nos indicara el tiempo de vaciado que corresponde a esta Ultima seccion. Dicho valor se obtiene de la
ecuacion y(t,)=0.

Obtencién de A,:

Procediendo en forma similar que con A;, ya que A, es también una seccion de elipse, pero teniendo en
cuenta que x,<X. la expresion para A,(y) es de la forma:

A2(y) a(y)b(y)arccos{ ((y))] zl(y)xk , 0<y<k* 27)

Con esta ultima expresion tenemos formalmente resuelto el problema, ya que logramos tener
concretamente planteadas las tres etapas para obtener el tiempo total de vaciado que sera:
T:to+t1+t2 (28)
3. Resultados
Ejemplo: Consideremos un cono circular recto cuyas dimensiones son las siguientes:
H=2mt, R=0.80mt, 6=n/6, g=10mt/seg®, c=1. Dicho recipiente, inicialmente lleno de agua, comienza a
vaciarse por accion de la gravedad, por un orificio en su parte més baja cuya area es de 0.0025 dm?.
Apelando a un oportuno software, procesamos las tres etapas; Eq, E; y E, y se obtiene un tiempo de
vaciado T del orden de 261 seg.
4. Conclusiones
Se ha logrado modelar mediante una sucesion oportuna de Problemas de Valor Inicial para una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, el proceso de vaciado por gravedad de un cono circular
recto inclinado un cierto angulo respecto de su eje de simetria.
El problema matematico descriptivo del proceso se resolvid aplicando un software comercial de
reconocida eficiencia (SIMNON 1966) para un caso concreto estimando el valor resultante para el
correspondiente tiempo de vaciado
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